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Introduction

‘ ‘ Les choses de toutes natures sont soumises 3
une loi universelle qu’on peut appeler la loi des grands
nombres. Elle consiste en ce que, si l'on observe des
nombres trés considérables d'événements d’'une méme na-
ture, dépendant de causes constantes et de causes qui
varient irrégulierement, tantét dans un sens, tantét dans
I'autre, c’est-a-dire sans que leur variation soit progressive
dans aucun sens déterminé, on trouvera, entre ces nombres,
des rapports a trés peu prés constants. Pour chaque nature
de choses, ces rapports auront une valeur spéciale dont ils
s'écarteront de moins en moins, 3 mesure que la série des
événements observés augmentera davantage, et qu'ils at-
teindraient rigoureusement s'il était possible de prolonger
cette série a l'infini.

S.D. Poisson, “Recherches sur la probabilité des
Jugements” (1838), Préambule (page 7) 7 7
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Introduction

C ‘ Une remarque encore est nécessaire : l'infini n'est
pas un nombre; on ne doit pas, sans explication, 'intro-
duire dans les raisonnements. La précision illusoire des mots
pourrait faire naitre des contradictions. Choisir au hasard,
entre un nombre infini de cas possibles, n'est pas une indi-
cation suffisante.

J. Bertrand, “Calcul des probabilités” (1889), Chapitre |

(page 4) 29
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Introduction

‘ ‘ Es sei E eine Menge von Elementen £,n,(,...,
welche man elementare Ereignisse nennt, und § eine Menge
von Teilmengen aus E ; die Elemente der Menge § werden
weiter zufillige Ereignisse genannt.

I. § ist ein Mengenkérper.

II. § enthilt die Menge E.

I1l. Jeder Menge A aus § ist eine nichtegative reelle Zahl
P(A) zugeordnet. Diese Zahl P(A) nennt man die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses A.

IV. P(E) = 1.

V. Wenn A und B disjunkt sind, so gilt

P(A+ B) = P(A) + P(B).

A. Kolmogoroff, “Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung” (1933), Chapitre | (Axiome)
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|/ Notations et axiomes

Une expérience aléatoire est composée de différentes issues (on dit
aussi événements élémentaires). On note souvent Q I'ensemble des
issues, et on |'appelle univers.

Par exemple si I'expérience aléatoire consiste a lancer un dé cubique
ou les faces sont numérotées de 1 a 6, Q = {1,2,3,4,5,6}.

Un événement est un sous-ensemble de Q.

Dans I'exemple précédent, I'événement A = “obtenir un nombre pair”
est |'événement A = {2,4,6}.

Remarque : les événements sont toujours rapportés a une expérience
donnée, ainsi obtenir un nombre pair ici n'a que 3 issues possibles,
cela serait différent dans une autre expérience aléatoire (si on jouait
a la roulette, par exemple, qui contient les nombres de 0 a 36).
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|/ Notations et axiomes

On a les notations suivantes si A et B sont deux événements :

@ AU B représente |'événement réunion de A et de B, c'est-a-dire
qui contient les issues de A avec celles de B.

&Un ensemble ne contient qu'au plus une seule fois un élément,
donc les éléments en commun ne sont pas deux fois dans la

réunion !
Exemple : A = {2,4,6} et B = {1,2,3} donc AUB =
{1,2,3,4,6).

@ AN B représente |'événement intersection de A et de B, c'est-
a-dire qui contient les issues de A qui sont aussi dans B.
Exemple : A= {2,4,6} et B ={1,2,3} donc AN B = {2}.

@ A est |'événement contraire de A. Il contient les issues de Q qui

ne sont pas dans A.
Exemple : A= {2,4,6} donc A ={1,3,5}.
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|/ Notations et axiomes

On définit alors une fonction P sur I'ensemble des événements. Pour
que P soit une loi de probabilité, il faut que :

e P(Q)=1

@ P(A) > 0 pour tout A C Q (pour tout événement A)

e P(AUB) = P(A) + P(B) pour tous A C Q,B C Q tels que
AN B = {) (pour tous événements A et B disjoints — on dit
aussi incompatibles)

8 /15
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|/ Notations et axiomes

WProbabilité de I'évenement contraire
Pour un événement A, P(A) =1 — P(A).

Démonstration : par définition de |'événement contraire, A et A sont
incompatibles et leur réunion est €. Donc, grace aux axiomes, il vient
que :

P(AUA) = P(A) + P(A) mais P(AUA) = P(Q) =1, d'ou il vient
que 1 = P(A) + P(A), d'oui le résultat.

Y. Barsamian (EEBL1) S5P6 Chap. 6 : Probabilités 2020-2021 9/ 15



|/ Notations et axiomes

WProbabilité de I'union
Pour tous événements A et B, P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB).

Démonstration : on décompose |I'événement A en deux événements
disjoints dont la réunion fait A (c'est une partition de A) : A =
(ANB)U(ANB). Donc P(A) = P(ANB) + P(AN B).

De méme pour B : B = (BN A)U (BN A). Donc P(B) = P(BN
A)+ P(B N A).

Or, cette décomposition nous donne une partition de AU B en trois
événements disjoints deux a deux AUB = (ANB)U(ANB)U(BNA).
Donc P(AU B) = P(AN B) + P(AN B) + P(BN A) ce qui donne
le résultat en utilisant les deux premieres décompositions de P(A) et
de P(B).
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|/ Notations et axiomes

¢/ Probabilité de I'union
Pour tous événements A et B, P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB).

Explication sur un dessin :

P(AU B) = P(ANB) +
P(ANB)+

P(A) = P(ANB) +P(ANB)
P(B) = P(AN B) +
D'ou il vient que P(A) +

P(B) = P(AUB)+ P(AN B),
d’'ou le résultat.
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Il/ Les probabilités conditionnelles : 1) Définition

Dans une expérience aléatoire, soient deux événements A et B. Si
lors du résultat, on sait que A s'est produit, alors on a gagné de
I'information pour calculer la probabilité de I'événement B : c'est
la probabilité conditionnelle de B sachant A, qui se note Pa(B) (ou
P(B|A)).
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Il/ Les probabilités conditionnelles : 1) Définition

Dans une expérience aléatoire, soient deux événements A et B. Si
lors du résultat, on sait que A s'est produit, alors on a gagné de
I'information pour calculer la probabilité de I'événement B : c'est
la probabilité conditionnelle de B sachant A, qui se note Pa(B) (ou
P(B|A)).

Exemple : je tire un éléve au hasard parmi ceux du secondaire a
I'EEB1. A = "é&tre en S5 maths 6 francophone” et B = “avoir M. Bar-

samian en professeur”. Alors P(B) =~ 0,05 et Pa(B) ~ 3
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Il/ Les probabilités conditionnelles : 1) Définition

Dans une expérience aléatoire, on considere deux événements A et
B, avec P(A) # 0. Alors on définit la probabilité conditionnelle de
B sachant A par :

P(AN B)

PA(B) = P(A)
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Il/ Les probabilités conditionnelles : 1) Définition

Dans une expérience aléatoire, on considere deux événements A et
B, avec P(A) # 0. Alors on définit la probabilité conditionnelle de

B sachant A par :
P(ANB

Remarque : cela revient a calculer la probabilité de B en se placant
non plus dans I'univers Q mais dans |'univers A. Autrement dit. ..

W P, est une loi de probabilité

Si A est un événement de probabilité non nulle, la fonction Py
définit une loi de probabilité sur I'univers A.
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Il/ Les probabilités conditionnelles : 1) Définition

Dans une expérience aléatoire, on considere deux événements A et
B, avec P(A) # 0. Alors on définit la probabilité conditionnelle de

B sachant A par :
P(ANB

Remarque : cela revient a calculer la probabilité de B en se placant
non plus dans I'univers Q mais dans |'univers A. Autrement dit. ..

W P, est une loi de probabilité

Si A est un événement de probabilité non nulle, la fonction Py
définit une loi de probabilité sur I'univers A.

Remarque : cette définition permet de calculer la probabilité de I'in-
tersection :

P(AN B) = P(A) x Pa(B)
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II/ Les probabilités conditionnelles : 2) Avec un tableau

Exemple tiré du film “Le maitre d'école” (avec Coluche) :

Paris-Match Oui | Non | Total
Elle
Oui 120
Non 22
Total 200 252
P(Elle) =

P(Elle N PM) =

Peje(PM) =
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II/ Les probabilités conditionnelles : 2) Avec un tableau

Exemple tiré du film “Le maitre d'école” (avec Coluche) :

Paris-Match Oui | Non | Total
Elle
Oui 90 | 30 120
Non 110 | 22 132
Total 200 | 52 252

P(Elle) =
P(Elle N PM) =

Peje(PM) =
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Non 110 | 22 132
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II/ Les probabilités conditionnelles : 2) Avec un tableau

Exemple tiré du film “Le maitre d'école” (avec Coluche) :

Paris-Match Oui | Non | Total
Elle

Oui 90 30 120
Non 110 | 22 132
Total 200 | 52 252
120

P(Elle) = >

P(Elle N PM) = —2

- 252
Peje(PM) =
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II/ Les probabilités conditionnelles : 2) Avec un tableau

Exemple tiré du film “Le maitre d'école” (avec Coluche) :

Paris-Match Oui | Non | Total
Elle
Oui 90 30 120
Non 110 | 22 132
Total 200 | 52 252
120
P(Elle) = >
P(Elle N PM) = —2
- 252
P(Elle N PM)
Peje(PM) = ——— ) —
ene(PM) P(Elle)
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II/ Les probabilités conditionnelles : 2) Avec un tableau

Exemple tiré du film “Le maitre d'école” (avec Coluche) :

Paris-Match Oui | Non | Total
Elle
Oui 90 30 120
Non 110 | 22 | 132
Total 200 | 52 | 252
120
P(Elle) = >
P(Elle n PM
(EllePM) = 253 o
P(Elle N PM) 252 90 252 90
Pee(PM) = — =" = 28 = -
ere(PM) P(Elle) 1207252 120~ 120
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Il/ Les probabilités conditionnelles : 3) Avec un arbre

Dans un lot de chemises : % de chemises blanches, le reste de rayées.
Parmi les blanches, 50% de taille S et le reste de taille L. Parmi les
rayées, une proportion 0.4 de taille S, le reste de taille L. On choisit
au hasard une chemise dans le lot, on modélise par I'arbre suivant :

P(Blanche)

PBIanche(S) PBIanche(L) PRayée(S) PRayée(L)

Blanchen S Blanche N L Rayéen S Rayéen L
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