o Variables aleatoires réeelles

On considere une expérience aléatoire dont l'univers Q = {e1 ;e
probabilité p sur Q.

L€y ...; e} estfini et une loi de

Variable aléatoire réelle (discréte)
Une variable aléatoire réelle X sur Q est une fonction qui a chaque issue de Q associe un nombre réel.

© Notation g étant un nombre réel, on note {X = a} I'événement X prend la valeur a et p(X = a) sa probabilité.

@-Exemple

Une urne contient 6 boules indiscernables au toucher : trois boules sont rouges numérotéesde 1a 3 (R, R,,
R,) et trois boules sont vertes numeérotées 0, 3 et 5 (V,, V,, V,).

Un joueur mise 2 € et tire une boule au hasard. Si elle est rouge, il gagne 3 €; si elle est verte, il gagne en
euros la valeur du numéro indiqué.

L'univers associé a l'expérience aléatoire est
Q={R,,R, R, V,V,, V}.Toutes les issues sont
équiprobables.

La variable aléatoire X qui, a chaque boule choisie,
associe le gain en tenant compte de la mise, peut
prendre comme valeur : 3 (en prenant la boule V,

et en soustrayant la mise) ; 1 (en prenant une boule -2 -1 0 1 2 3 4

rouge ou la boule V, et en soustrayant la mise) et -2 (en prenant la boule V, et en soustrayant la mise).
Lévénement X prend la valeur 3, noté {X = 3}, est réalis¢ lorsque le joueur tire la boule V..

Sa probabilité est p(X=3) = % car la probabilité de tirer au hasard la boule V, est %

Définition
Soit X une variable aléatoire sur Q prenant les valeurs x,, x,, ..., X...

Lorsqu‘a chaque valeur x, on associe la probabilité p, = p(X = x), on définit la loi de probabilité de X.

© Remarques

* La loi de probabilité d’une variable aléatoire X peut X, X, X, x
se présenter sous la forme d’un tableau. X=x)
* La somme des probabilités de toutes valeurs prises P =% P P2 Pr
par la variable aléatoire est égalea 1.0na:p, +p,+... +p, = 1.
®-Exemple
Dans l'exemple précédent, X peut prendre les valeurs 3, 1 et —2. De plus,on a:
1 4 2 1
'p(X=3)=p({V5})=g . ep(X=0=p(R;R,;R, ;V3})=g=§ . 'p(X=—2)=p({Vo})=g .
On en déduit que la loi de probabilité de X est donnée = ) 1 3
dans le tableau ci-contre. : 1 5 1
PX=x) 1 5 1 3 1 %

© Remarques
* Les notations {X = a}, {X = a}, ... permettent de définir des événements en lien avec les variables aléatoires.
* Dans l'exemple, on peut calculer la probabilité de I'événement {X = 0}, c'est-a-dire la probabilité que le gain

soit positif, que 'on note p(X = 0):onap(X=0)=p(X=1)+pX=3)= %
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Q Espérance - Variance - Ecart-type
(@) Définitions

Dans ce paragraphe, X est une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant.

X, X.

i 1 X

5 ™ n

p(X=x) p, p, P,

Espérance

Lespérance de X est le nombre réel noté E(X) défini par :

EX)=p,x, +p, X, +... +p X,

n"*n*

®-Exemple
On considere une variable aléatoire Y dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant.
9 -4 0 4 20
p(Y=y) 0,5 0,2 0,2 0,1

Ona:E(Y)=05x(-4)+02x0+0,2x4+0,1x20=0,8.

© Remarques

* Lorsque X est une variable aléatoire donnant le gain algébrique a un jeu, E(X) est le gain moyen que peut
espérer un joueur sur un grand nombre de parties a ce jeu.

* Un jeu est équitable si I'espérance de la variable aléatoire donnant le gain algébrique est nulle.

Bk cercice résolu | 3 BELK

La variance de X est le nombre réel noté V(X) défini par :
V(X) = p,(x, — EX))* + p,(x, - E(X)* + ... + p,(x - E(X))%

®-Exemple

Dans I'exemple précédent,on a:
Y)=0,5%(-4-0,8)2+0.2x(0-0,82+0,2x(4-0,8?2+0,1x(20-0,8)?=50,56.

fcart-ype

L'écart-type de X est le nombre réel noté o(X) défini par 6(X) =V (X).

®-Exemple
Dans l'exemple précédent, ona:o(Y) =V (Y) = /50,56 = 7,11.

© Remarques

* Ces définitions sont a mettre en lien avec celles de moyenne, variance et écart-type d'une série statistique. On
peut donc aussi utiliser la calculatrice ou un tableur pour déterminer l'espérance, la variance et I'écart-type
d'une variable aléatoire si on a résumé la loi de probabilité de la variable aléatoire dans un tableau (voir le [Z)).

* Comme en statistiques, 'écart-type permet de se donner une idée de la répartition des valeurs prises par
une variable autour de son espérance en tenant compte des probabilités. Plus I'écart-type est grand, plus
les valeurs prises par la variable aléatoire sont « éloignées » de l'espérance.
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Exercices ‘

Déeterminer la loi de probabilite

d’une variable aleatoire

©000000000000000000000000000000000000000 o

© [ 778 @ p. 302

On propose le jeu suivant : on mise 5 € puis on lance deux fois de suite une piece équilibrée.

On gagne ensuite 4 € par Pile obtenu.

Par exemple si on fait deux fois Pile, on gagne 4 + 4 -5 =3 €.
Soit X la variable aléatoire donnant le gain a ce jeu en tenant compte de la mise.

Déterminer la loi de probabilité de X.

Solution

Lexpérience aléatoire est constituée de deux lancers consécutifs d'une ., ......... RELEEEEIIENEEENN . ...,

picce équilibrée.

On peut utiliser un arbre pour déterminer les différentes possibilités
(on est dans une situation d’équiprobabilité) et les gains associés : ﬂ

P 4+4-5=3
P—f”/’/’/’

/ \F 440-5=-1
P 0+4-5=-1
\F/

TTT——F 040-5--5

X peut donc prendre les valeurs —5 ; —1 et 3. ﬂ
De plus, d’apres arbre, on a : ﬂ

X ==5)= plFFY =

o p(X =-1)= p({PF ; FP}) =

NS
o | —

« (X =3) = p({PP}) = é

On en déduit la loi de probabilité de X résumée dans le tableau ci-contre. i

A vous de jouer ! |,

n On lance un dé équilibré comportant

6 faces. Sila face indique un nombre impair,

on perd 3 €, sinon on gagne la valeur en

euros du numéro de la face.

Déterminer la loi de probabilité de la variable

aléatoire X donnant le gain algébrique a ce jeu pour
modéliser cette situation.

ﬂ On considére une urne comportant des boules de
couleur verte, jaune ou bleue et sur lesquelles sont ins-
crites des motifs (croix ou triangle). Il y a 80 boules dans
I'urne dont 10 sont vertes avec des croix. La composition
globale de I'urne est donnée par le tableau suivant.

Si les différentes valeurs prises et

les probabilités ne sont pas données, il faut
les déterminer en construisant par exemple
un arbre ou un tableau pour représenter

la situation.

Avant de donner la loi de probabilité,
on peut récapituler les différentes valeurs
que peut prendre la variable aléatoire.

ﬂ On calcule les probabilités p(X = k) pour
les différentes valeurs de k données

000000000000 000000000000000000,
©0000000000000000000000000000 000

auparavant.
X -5 -1 3
1 1 1
X=x, — = —
p( ) 2 > 2

Verte Jaune Bleue Total

Croix 10 30 12 52
Triangles 10 10 8 28
Total 20 40 20 80

On mise 100 € puis on tire au hasard une boule dans l'urne.
On gagne 200 € si c'est une boule verte avec des croix,
150 € si c’est une boule verte avec des triangles, 120 € si
c'est une boule bleue avec des croix, et on ne gagne rien
dans tous les autres cas.

Déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire Y
modélisant la situation.

gl Exercices J 21 FY 2u LRl
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© utiliser les notations du type {X = a}, P(X <
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eeccee scece ecccccccoccd

On lance successivement une piéce équilibrée cinq fois. On note X la variable aléatoire donnant le

nombre de Pile obtenu sur les cinq lancers.

1. Décrire par une phrase les événements {X = 4} et {X = 3}.

2. Que signifie p(X=0) =0,03125?

3. Sachant que p(X=0) =0,03125 et p(X= 1) = 0,15625, calculer p(X < 1).

4. Comment peut-on noter la probabilité de faire au moins quatre Pile sur les cinqg lancers ?

Solution

1. {X = 4} peut étre traduit par la phrase « Il y a eu (exactement) quatre
Pile sur les cing lancers » et {X'= 3} par la phrase « Il y a eu au moins

trois Pile sur les cinq lancers ». ﬂ

2. p(X'=0) = 0,03125 signifie que la probabilité d’obtenir 0 Pile sur les

cinq lancers est égale 2 0,03125.
3. p(X'=< 1) est la probabilité de faire au plus un Pile.

Ona:p(X<1)=p(X=0) + p(X=1) = 0,03125 + 0,15625

=0,1875. ﬂﬂ

4. La probabilité de faire au moins quatre Pile sur les cinq lancers peut

étre notée p(X = 4).

A vous de jouer ! |,

B Soit un jeu de hasard dont le gain peut étre égal a
2,20, 100,200 ou 1000 €. Les probabilités d'obtention de
chacun des gains sont égales.

On peut modéliser la situation avec une variable aléatoire
X associant un gain a chaque issue du jeu.

1. Décrire par une phrase les événements {X = 20} et
{X =50}

2. Que vaut p(X = 50)?

3. Comment peut-on noter la probabilité de gagner au
moins 100 €7

“ On considére une variable aléatoire X dont la loi de
probabilité est donnée dans le tableau suivant.

,. -8 | 0 | 7 |8 | 20
PX=x) | 04 | 012 | 03 0,08

1.Quevautp(X=38)?
2. Calculer p(X < 0).
3. Calculer p(X > 7).

X,

B Une usine fabrique des piéces métalliques pour
I'industrie automobile. Elles sont livrées en général par
lot de 100 pieces.

On considére la variable aléatoire Y associant le nombre
de piéces défectueuses a un lot de 100 piéces.

1. Décrire par une phrase :

a) I'évenement {Y = 9}. b) I'événement {Y < 5}.

2. Que signifient p(Y > 2) et p(Y=10) ?

B Conseils & Méthodes

On met en lien I"€noncé, les valeurs
que peut prendre la variable aléatoire
et les symboles utilisés (=, <, >, ...)
pour traduire par une phrase.

ﬂ On additionne les probabilités
de faire 0 ou 1 Pile pour obtenir
le résultat.

ﬂ La probabilité p(X < 1) est égale
a la probabilité p(X < 2).

000000000000 0000000000000000000000000 o

.
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ﬂ A lissue d’une chaine de fabrication de jouets en
bois, on recherche deux types de défauts : les défauts de
solidité et les défauts de couleur.

Une étude a permis de relever les résultats suivants sur
un échantillon de 1 000 jouets :

Défaut Pas de défaut
Total
de couleur de couleur
Défaut
5 28 33
de solidité
P 5f,
as de défaut 15 952 967
de solidité
Total 20 980 1000

A réparer, un défaut de couleur colite 5 € par jouet et un
défaut de solidité coute 12 € par jouet.

X est la variable aléatoire donnant le colt de réparation
d’un objet avant d’étre mis sur le marché.

1. Quelle valeur peut prendre X ?

2. Décrire par une phrase I'événement {X < 10}.
3.Quevautp(X=12)?

g Exercices J 26 FY 30 X1
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e Calculer et utiliser une espérance - (T8 @ p. 303

Un jeu de grattage permet de gagner jusqu’a 5 000 €. Le ticket du jeu est vendu 2 €.
On note X la variable aléatoire donnant le gain (en tenant compte de la mise) lorsque l'on choisit

au hasard un ticket.

i o ) x. -2 8 98 4998
La loi de probabilité de X est donnée par : . 085 91295 1000005 | 000001
Ce jeu est-il équitable ? pX=x) ! ! ! !

Solution N Conseils & Méthodes [N

Pour répondre a cette question, il faut calculer 'espérance de la variable

Unjeu est équitable lorsque
aléatoire donnant le gain A ce jeu. ﬂ ﬂ J
D’apres le cours, la formule est :
E(X) =-2x%0,85 + 8% 0,1499 + 98 x 0,00009 + 4998 x 0,00001 ~ —0,442. ﬂ

Cela signifie donc que, si on répete ce jeu en grattant un grand nombre
de tickets, on peut « espérer » perdre en moyenne 0,442 € (par ticket gratté).

ﬂ On peut utiliser la calculatrice
pour obtenir I'espérance, la
variance et I'écart-type d'une
variable aléatoire (voir le ).

e0000000000000000000000000000000 00

o®®000c0c0c0c00c0c0e
®ecccc000cccccsscccce

Lespérance n'étant pas nulle, ce jeu nest pas équitable.

A vous de jouer ! |,

Une urne contient 4 tickets numérotés 0; 1; 10 et ﬂ On mise 3 € puis on lance trois fois de suite une piece
20. Un joueur mise 4 € puis tire au hasard un ticket qui lui équilibrée.

indique le montant qu'il gagne. On gagne 2 € par Pile obtenu.

Quel gain moyen peut-il espérer s'il joue un grand nombre Ce jeu est-il équitable ?

de fois a ce jeu ? w5 [ZEEE A EE) p.309

Q Obtenir une simulation avec Python # oo i Prog Sl Cours 1 TS

On considére le programme ci-contre permettant d'obtenir import random
q a z q alea=random.random()
au hasard une valeur prise par une variable aléatoire X. i alea <= 0.80%
rint ("-2")
1. Quelles sont les valeurs que peut prendre X ? i s istakd Basods
print("0")
2.Quevautp(X=0)? if alea 0.75:
print ("4")
Solution

1. X peut prendre les valeurs —2 ; 0 ou 4. ﬂ RORURURIRINY Conseils & Méthodes [UIIIN

ﬂ Ce sont les affichages possibles
du programme.

2. Pour afficher 0, alea doit étre compris entre 0,50 et 0,75.
Alors p(X=0)=0,25. B

alea est un nombre compris entre 0 et 1.
La probabilité qu'il soit compris entre 0,50
et0,75vaut 0,75 -0,50=0,25.

©00000000000000000000000000000000000000000000 o

e®00000c00c0c000n,
®eccssccccccccscce®

ﬂ Ecrire un programme Python p permettant d'af- m On considere import random
ficher une valeur prise par la variable aléatoire X dont la le programme Python A ?;Q::::“?Brig‘?m“
loi de probabilité est donnée par : ci-contre permettant print (.-20‘?, ’

x _8 15 de faire une simulation else:

print("-5")

! avec une variable aléatoire Y.

p(X= xi) 0,58 0,42 =_5)?
Que vaut p(Y=-5) 7 B 3(Exercices | 37 FY so %311
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