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Ce document se veut un cours a destination des enseignants ayant a découvrir
les graphes. Les notions abordées sont celles du programme de BTS SIO,
sauf pour les parties ayant une ligne épaisse en bordure gauche : ce sont des
paragraphes hors programme, qui sont la pour s’assurer que le professeur
aille plus loin que le niveau qu’il a a enseigner a I’éléeve. Certains d’entre eux
peuvent étre présentés aux étudiants tout de méme, bien sir!

I Exemple de paragraphe hors programme.

Les démonstrations sont notamment hors programme, mais toutes sont abor-
dables aprés une terminale scientifique : un étudiant de BTS peut ainsi
également parcourir ce document.

1l est probable que ce cours contienne des coquilles voire de grossieéres er-
reurs. Je vous prie d’avance de bien vouloir m’en excuser. Si vous trouvez
par ailleurs qu’il manque de kréobards, vous avez bien raison : il n’y a jamais
suffisamment de dessins. Dans tous les cas n’hésitez pas : envoyez-moi v0s
remarques et/ou propositions d’amélioration, j’essayerai d’en tenir compte.

Ce document est distribué sous licence creative commons, dont vous pouvez
trouver un résumé a l’adresse suivante :

http: //creativecommons. org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/

En quelques mots, vous pouvez distribuer ce document autant que vous le
souhaitez, a condition d’indiquer clairement les modifications éventuelles, de
ne rien demander en échange - excepté d’éventuels frais de reproduction - et
de le faire sous la méme licence.
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Chapitre 1
Généralités

1.1 Un peu d’histoire

En 1736, Euler s’intéresse au < probleme des ponts de Konigsberg > : existe-t-il un chemin
passant une fois et une seule par chaque pont de la ville? Il se rend compte qu’'un tel chemin
n’existe pas. Plus tard émerge la question de minimiser la distance parcourue par un postier
voulant desservir toute une ville (< probléme du voyageur de commerce ). Pour résoudre ce
genre de problemes, il est nécessaire de modéliser le réel : les points de visite sont modélisés
par des sommets, les routes les reliant par des arcs; et tout ce beau monde forme un graphe.
Konigsberg peut ainsi étre représenté par le graphe suivant, dans lequel S est le coté sud de
la riviere Pregolya, N le coté nord, C l'enclave centrale et E l'enclave est. C’est un graphe
non-orienté et multiple donc hors programme, mais il serait dommage de passer a coté :

N
_‘? L s 3 ' _'
P i ""—"- ayny rum"#‘fﬂﬂ "t
Sy w«#mwsw sy / \
?. 'E"Wﬂ- -‘_T:h & e d
c \ E
1 11;3;,;. rm S 7 S

Source : Wikimedia Commons.

En 1856, Hamilton étudie un probleme apparemment de méme difficulté, celui de trouver
un chemin passant une fois et une seule par chaque sommet d’un graphe. Il se trouve que ce
probleme est bien plus difficile a résoudre.

Plusieurs problemes de grande envergure ont été soulevés puis résolus sur les graphes. Deux
grands résultats récents traitent des graphes planaires : un graphe est planaire s’il existe une
maniere de le dessiner dans un plan sans que deux arcs se chevauchent.

L’un d’eux est lié & un casse-téte connu : est-il possible de relier chacune des trois maisons
a chacune des trois stations d’énergie (gaz, électricité, eau) de telle sorte que les canaux soient
tous dans un seul plan? Essayez, vous verrez que non. C’est le graphe connu sous le nom
de K33, qui n'est pas planaire. Cela peut paraitre naturel avec le dessin du graphe : < il est
évident > que la dernieére aréte va forcément couper 'une des huit premieres dessinées; mais
ce résultat utilise un théoréme de topologie pourtant difficile & démontrer : le théoreme de
Jordan. Kuratowski a montré en 1 930 que, pour savoir si un graphe est planaire, il suffit de
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4 CHAPITRE 1. GENERALITES

regarder s’il < contient > un graphe du type K33 ou d’un autre type pas bien plus compliqué.
Un résultat d’une simplicité déconcertante.

Eau Electricité Gaz

A B C

L’autre a été démontré en 1976 par Appel et Haken. Il s’agit du théoreme des quatre
couleurs : les sommets de tout graphe planaire peuvent étre coloriés avec au plus quatre
couleurs de telle sorte que deux sommets adjacents aient deux couleurs différentes. La preuve
de ce résultat utilise 'outil informatique (réduction du cas général a un gros millier de cas
particuliers, chacun colorié par 'ordinateur), et certains chercheurs essayent de la simplifier.
Ci-dessous, les 22 régions de France - peut-étre plus pour longtemps - coloriées avec 4 couleurs :

NCHE
MA

MEDITERRANEE MEDITERRANEE

wwwwww ~Licence auverte 16N 2012- Licence ouverte

IGN 2012 - Licence ouverte Lwe graphe associé.

1.2 Notion de graphe

Un graphe simple orienté est la donnée d’un ensemble V' (les sommets) et d’un ensemble
E CV xV (les arcs).

Dans la suite, la taille de V' sera notée n (c’est le nombre de sommets) et la taille de E sera
notée m (c’est le nombre d’arcs).

Remarques :

e la notation (V, E) provient de I'anglais : V' pour vertex (sommet) et E pour edge (arc).

e une définition équivalente pour les arcs consiste a prendre non pas un ensemble F d’arcs
inclus dans V' x V, mais une relation R sur V : dans les deux cas, il s’agit simplement de
décrire quels sommets sont reliés a tels autres.

Pour donner un exemple < abstrait > illustrant la définition, le couple (V' = {a;b;c} ; E =
{(a,a);(a,b);(b,a); (b,c)}) est un graphe contenant 3 sommets et 4 arcs. Pour mieux comprendre
cette notion de graphe, le plus simple reste de le dessiner. Pour cela, il faut écrire le nom des
différents sommets, et mettre une fleche d’'un sommet a un autre si ’arc correspondant existe :

—
Ca\_/b—>c
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1.2. NOTION DE GRAPHE S

Si vous étes déja allés dans une ville ou il existe un métro, vous en avez forcément déja vu
un plan : c’est clairement un graphe! La représentation des réseaux de transport en commun '
est une application tres concreéte de ces derniers : les sommets sont les arréts, et les arcs les
connexions possibles entre deux arréts. Par exemple, un extrait du plan du Métro de Bruxelles
donne le graphe suivant :

D Gare du Nord
& @) )
Y Noordstation
S
A4 3 S
S ® ¢ SR
: @OQ & v 31»@& & 539- ™
& X \ Qvo% R @»N
Simonis (Leopold II) O O O O O O N
X ¥
G S
& e & Qb o
12 ¢
Ossegem @ &@\' & & x @@Q@
D7 X \ S S AN
Osseghem ) C}G‘b@ < & v«é@ W o
O O O O O O O O
U U U Q,\J U U
-
IO ¢
& o & & Bourse Trone
Beekkant O R & & be’& W S os° @)
RN & A2 Beurs Troon
3 I e
RPN S
(\)‘ & O o %N@ & Naamsepoort
¥ ¥ & O Anneessens @) Porte de N
Weststation o) e @&\ < orte de INamur
Gare de ’Ouest ¢ Loui
ouise
O Lemonnier oiza
Munt
~ B 1 ) ) ) O — .
Jacques Brel O - \; ~ ~ Hoéte des Monnaies
N > . >
&0 &3 o\ X . 17. .
9 0 Sint Gillisvoorplein
NS & RS ¥
Aumale O QX S .&g’,& \;@ K& & arvis de Saint-Gilles
& R W&
i o &

Ce plan est particulierement intéressant pour une autre raison. La Belgique est composée
de la Flandre, et de la Wallonie ; la langue de la Wallonie est le francais, et celle de la Flandre
est le flamand. Les actualités encore récentes nous montrent que leurs querelles n’ont toujours
pas cessé. Alors pour ne favoriser ni le francais ni le flamand. .. il faut que les noms des arréts
de métro soient écrits dans les deux langues. Et ce n’est pas suffisant : il ne faut surtout pas
qu’il y en ait plus qui commencent par le nom flamand, ou par le nom francais. En fait 1’idéal
serait : un arrét sur deux avec le nom flamand d’abord, puis le nom francais ensuite, et un
arrét sur deux avec le nom francais d’abord, puis le nom flamand ensuite. Pour réaliser cela, il
faudrait que le graphe du métro bruxellois soit 2-coloriable : c¢’est-a-dire qu’il faudrait pouvoir
colorier les sommets a ’aide de deux couleurs de telle sorte que deux sommets adjacents aient
une couleur différente. Horreur et damnation : c¢’est impossible (essayez par vous-méme, la
présence d’un circuit de longueur impaire conclut facilement). Solution 7 Certains noms ont la
méme écriture en francais et en flamand ; pour ceux-la, pas de querelle. Il suffit d’en intercaler
quelques-uns.

L’un des plus gros graphes sur lequel travailler est le graphe d’internet. C’est un graphe ou
I’ensemble des sommets est I’ensemble des pages internet et ou un arc d’'une page a une autre
symbolise un lien pointant de la premiere vers la seconde. Ce graphe est parcouru par des robots
en permanence afin de renvoyer les pages pertinentes sur les moteurs de recherche.

Un autre graphe intéressant est le graphe de connaissance : l’ensemble des sommets est
I’ensemble des personnes sur terre ; un arc entre deux personnes symbolise le fait que la premiere

1. http://www.le-cartographe.net/blog/archives/107-1la-representation-cartographique-du-metro
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6 CHAPITRE 1. GENERALITES

connait la seconde. Les stars (les personnes connues d’énormément de monde) émergent alors
directement. En 1 960, Milgram a montré que, comme le veut ’adage, < le monde est petit >. Il a
demandé a 200 personnes de faire parvenir une lettre a une autre personne prise au hasard dans
le monde, en ne connaissant que son nom, sa profession et sa ville de résidence. La contrainte
était la suivante : chaque personne a le droit de faire passer la lettre par des intermédiaires, mais
il faut absolument connaitre la personne par qui faire transiter la lettre; cette personne devra
ensuite se plier & la méme contrainte. Sur 200 lettres a faire parvenir, environ 100 sont arrivées
(les autres n’ont peut étre pas joué le jeu?). Il a fallu en moyenne. .. 6 envois 2 pour faire arriver
la lettre a destination.

Remarques :

e siiet j sont deux sommets, l'existence de I'arc (4, j) n’implique pas forcément 1’existence
de larc (j,4). En d’autres termes, ce n’est pas parce qu'un arc de i a j existe que l'arc
retour (de j & 1) existe également. 3

e dans un graphe simple, il ne peut y avoir qu’un seul arc au maximum allant d’un sommet
4 un autre. 4

e la définition du programme accepte qu’un graphe possede des boucles, c’est-a-dire des arcs
allant d’un sommet vers lui-méme. °

Finissons cette premiere entrevue sur les graphes par deux derniéres définitions :
Soit (z,y) un arc de G. x est lorigine de cet arc et y est I'extrémité de cet arc.

2. Vous trouverez peut-étre dans la littérature qu’aujourd’hui pour joindre deux individus pris au hasard sur
un réseau social trés connu, il faut en moyenne environ 4,5 arcs. . . cela veut-il dire que le monde s’est < resserré > ?
Non, car ce n’est pas la méme expérience : tout le monde n’est pas inscrit sur ce réseau social !

3. Quand les arcs sont a chaque fois présents dans les deux sens, la notion de sens n’a plus trop de nécessité :
il s’agit alors de graphe non-orienté (hors programme). Si les arcs ont été définis par une relation, elle est dans ce
cas symétrique, et il s’agit alors d’arétes et non d’arcs.

4. Dans le cas contraire, il s’agit de graphe multiple (hors programme).

5. Les graphes non-orientés interdisent les boucles.

Distribué sous licence creative commons : http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/



Chapitre 2

Modes de représentation d’un graphe

Nous avons découvert le mode de représentation le plus concret d’un graphe : le dessin
(krébard pour les intimes). Il en existe trois autres au programme.

2.1 Tableau de successeurs

Il s’agit de lister, pour chaque sommet ¢, ’ensemble des sommets j vers lesquels il existe un
arc partant de i, c’est-a-dire {j € V|(i,5) € E}'. Sur le dessin, c’est 'ensemble des sommets
vers lesquels il existe une fleche partant de 3.

Dans I'exemple qui est redessiné ici, le tableau de successeurs est le suivant :

Sommet a b c
a “h——c
~— Successeurs a,b a,c —

2.2 Tableau de prédécesseurs

Il s’agit de lister, pour chaque sommet ¢, ’ensemble des sommets j depuis lesquels il existe un
arc partant vers i, c’est-a-dire {j € V|(j,i) € E}2. Sur le dessin, c’est "ensemble des sommets
desquels il existe une fleche allant vers 3.

Dans le méme exemple, le tableau de prédécesseurs est le suivant :

Sommet a b c

Prédécesseurs a,b a b

2.3 DMatrice d’adjacence

Pour construire cette matrice, il faut un ordre < naturel » sur 'ensemble des sommets (ordre
lexicographique, ordre classique sur les nombres. . .), et chaque nom de sommet est alors remplacé
par son numéro dans 'ordre choisi. La matrice d’adjacence M, de taille n x n, est définie de la
maniere suivante :

1 lorsque l'arc (4, ) est présent dans le graphe
0 sinon

(M)ij = {

Dans 'exemple précédent, la matrice d’adjacence est la suivante :

110
M=|1 01
0 00

1. 1l existe une notation hors programme : I'" (i) pour voisinage sortant de i.
2. 1l existe une notation hors programme : I' ™ (i) pour voisinage entrant de 3.

Distribué sous licence creative commons : http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/



8 CHAPITRE 2. MODES DE REPRESENTATION D'UN GRAPHE

D’apres la définition des coefficients de la matrice, il est facile de voir les propriétés suivantes :
e pour lire 'ensemble des successeurs d’un sommet 4, il suffit de regarder ou sont les 1 dans
la ligne ¢ de M
e pour lire 'ensemble des prédécesseurs d’un sommet j, il suffit de regarder ou sont les 1
dans la colonne j de M
Comme nous allons le découvrir, c’est cette derniere représentation qui permet de faire
beaucoup de calculs utiles sur les graphes. La calculatrice effectuera ces calculs avec profit.

Il faut néanmoins noter que pour travailler en machine, ou pour déterminer la complexité
des algorithmes utilisés, la représentation du graphe utilisée (tableau des successeurs ou ma-
trice d’adjacence) donne lieu & une programmation différente et souvent a des complexités
différentes. Par exemple :

e pour parcourir chacun des arcs : avec la matrice d’adjacence, il faut tester toutes les

cases de la matrice (cela se fait en O(n?)), alors qu’avec le tableau des successeurs, il
faut parcourir chaque successeur de chaque sommet (cela se fait en O(n + m))

e pour savoir si arc (7, j) existe : avec la matrice d’adjacence, il suffit de tester la case cor-
respondante (cela se fait en O(1)), alors qu’avec le tableau des successeurs, il faut tester
tous les successeurs de i (cela se fait en O(n) a la louche - en fait cette approximation
est trop grossiére et pourra étre amortie dans ’analyse de complexité car il n’y a pas n
tests a faire a chaque sommet, puisque cela dépend du nombre de successeurs de i...)

(/ Bulletin Officiel

Le B.O. attend qu’un étudiant soit capable de passer d’un mode de représentation a un
autre. Il faut donc multiplier les exemples, notamment pour bien comprendre le sens des
| arcs dans la représentation matricielle.

Notons enfin qu’il existe un autre mode de représentation des graphes sans boucle : A, la
matrice d’incidence. Il faut une nouvelle fois un ordre < naturel > sur I’ensemble des arcs, et
chaque arc est alors remplacé par son numéro. La matrice d’incidence A, de taille n x m, est
définie de la manieére suivante :

1 lorsque le sommet v est l'origine de 'arc e
(A)ye =< —1 lorsque le sommet v est 'extrémité de l'arc e
0 sinon

C’est un mode de représentation utile pour la théorie - par exemple les flots et la program-
mation linéaire - mais assez peu utilisé en pratique car gourmand en mémoire : la matrice
est trés creuse puisque seuls deux nombres sont non nuls par colonne. De plus, il n’est pas
facile d’adapter cette représentation pour des graphes comportant des boucles : nous pourrions
décider de mettre un 2 lorsque le sommet v est a la fois 'origine et 'extrémité de I’arc e, mais
cela casserait une propriété intéressante de cette matrice (elle est totalement unimodulaire :
le déterminant de toute matrice carrée extraite vaut 0, 1 ou -1).

Distribué sous licence creative commons : http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/



Chapitre 3

Chemins

3.1 Définitions

Un chemin! est une suite d’arcs telle que chaque fin d’arc soit le début de 'arc suivant.
Le cours se limitera & des suites finies d’arcs, et adoptera les notations (vg,v1,...,v;) pour
symboliser le chemin constitué des arcs (v, v1), (v1,v2),..., (Vk—1,v) ainsi que  ~» y pour un
chemin allant de = a y.

La longueur d’un chemin est le nombre d’arcs qui le composent.

Pour v € V, v ~» v est un circuit? : c’est donc un chemin qui part d’un sommet pour y
revenir.

Dans le cas ol le chemin passe une fois et une seule par chaque sommet, ¢’est un chemin hamiltonien ®.

__ Lorsqu’il existe un chemin de ¢ a j, j est dit accessible depuis i. La matrice d’accessibilité
M d’un graphe, de taille n x n, est définie par :

( ]\/4\) o { 1 lorsque le sommet j est accessible dans le graphe depuis le sommet &
Z7-7 -

0 sinon

Exemple : soit le graphe suivant :

a h Le chemin (a,c,b,d,e, f,i,j, h,g) est un chemin ha-
| | miltonien. Sa longueur est 9.
c J

S g —

Le chemin (b,d,e,c,b) est un circuit. Du coup, le
chemin (b,d,e,c,b,d, e, c,b) est aussi un circuit, le
d | —— chemin (b,d, e, c,b,d, e, c,b,d, e, c,b) aussi, etc.

Le sommet g est accessible depuis le sommet f (de-
puis n’importe quel sommet d’ailleurs), mais aucun

sommet n’est accessible depuis ¢ (il n’a aucun suc-
cesseur).

e——>f

1. Pour les graphes non-orientés (hors programme), il s’agit de chaine au lieu de chemin.

2. Pour les graphes non-orientés (hors programme), il s’agit de cycle au lieu de circuit, et un cycle doit de plus
étre simple, c’est-a-dire ne pas passer deux fois par la méme aréte ; sinon, toute aréte prise dans un sens puis dans
l'autre formerait un cycle pas trés intéressant.

3. Dans le cas moins contraignant ou le chemin n’a pas de répétition de sommet, c’est un chemin élémentaire
(hors programme).

Distribué sous licence creative commons : http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/
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CHAPITRE 3. CHEMINS

Remarques :

il est évidemment équivalent de définir un chemin comme une suite de sommets dont
chacun est un prédécesseur du suivant.

& Dans ce cas, la longueur d’un chemin, c’est le nombre de sommets qui le composent
moins 1 (il y a toujours un intervalle de moins que de piquets).

e une boucle est (modulo un petit abus de langage) un circuit particulier, de longueur 1.
e nous verrons ensuite qu’il existe un lien entre la matrice d’adjacence d’un graphe et sa

3.2

matrice d’accessibilité.
dans le cas ou le chemin passe une fois et une seule par chaque arc, ¢’est un chemin eulérien
(notion hors programme, mais évoquée lors du probléeme des sept ponts de Konigsberg).

Chemins de longueur donnée

Il est évident, de par la définition de la matrice d’adjacence, de voir que (M); ; représente
le nombre de chemins de longueur 1 allant de ¢ & j. Effectivement, soit I'arc de 7 a j existe, et

donc

il y a un unique chemin de longueur 1 allant de i & j ; dans ce cas, (M); ; vaut 1. Soit cet

arc n’existe pas, et donc il n’existe pas de chemin de longueur 1; dans ce cas, (M); ; vaut 0.

Ce résultat s’étend de la sorte :

-

p
W( Propriété
Pour tout p € N*, (MP?); ; est le nombre de chemins de longueur p allant de ¢ a j.

Preuve
Raisonnons par récurrence sur p.
Initialisation : comme nous venons de le voir, la propriété est vraie au rang 1.

Hérédité : supposons la propriété vraie au rang p. Soient i et j deux sommets du graphe.

Calculons alors le nombre de chemins de longueur p+1 allant de ¢ & j. Un tel chemin commence
nécessairement par un arc (i, k), pour un certain k entre 1 et n.

Soit k € [|1;n|]. Dénombrons le nombre de chemins de longueur p + 1 allant de ¢ & j qui

commencent par (i,k). Si cet arc n’existe pas, c’est 0. S’il existe, il y en a autant que de
chemins de longueur p allant de k a j; dans ce cas, par hypothese de récurrence, il y en a
(MP), ;. Dans chacun de ces deux cas, il y en a donc bien (M), j x (MP)y, ;.

Enfin, pour compter le nombre total de chemins de longueur p+ 1 allant de ¢ a 7, il suffit de

faire la somme sur chaque valeur différente que peut prendre k, le second sommet du chemin.

Ainsi il y en a Z(M)Zk X (MP)g ;. C’est la définition de (M x MP); ; = (MPF1), ;.

k=1

Conclusion : la propriété est bien vraie pour tout n > 1. O

Remarques :

il ne faut pas oublier les parentheses dans (MP); ;. Effectivement il s’agit d’élever d’abord

M & la puissance p, puis de prendre le coefficient 4, j; et non pas de prendre d’abord le
coefficient 4, j de la matrice M, puis de I’élever a la puissance p.

ce résultat nous permet de dénombrer les chemins de longueur quelconque allant d’un
sommet a un autre, mais il ne nous dit en aucun cas par quels sommets passent ces
chemins. Pour le savoir, il suffira de regarder le dessin et d’effectuer le parcours < a la
main > ... néanmoins le B.O. tient & un algorithme : il est donné a la page suivante.
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3.2. CHEMINS DE LONGUEUR DONNEE
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Exemple : soit le graphe suivant de matrice d’adjacence M :

()

0

L e—

cE——

O

2 0 3 1
0111
2 _
Le calcul donne M= = 9 0 2 1
1 010

L’algorithme pour trouver les chemins est le suivant :

Détermination des chemins de longueur donnée.

O = O =

o O = O

_ = O =

S O = =

, ce qui permet par exemple de déduire que :

Il y a trois chemins de longueur 2 allant de a jusqu’a c car (A2)1,3 = 3. Ce sont les chemins :

(a7 a? C) ; (a7 d7 C) et (a7 C7 C)'

Il y a 5 circuits de longueur 2 dans ce graphe : deux de a vers a car (A2)171 =2, undeb
vers b car (A2)29 = 1, deux de ¢ vers ¢ car (A%)3 3 = 2 et aucun de d vers d car (A2)44 = 0.
Il y a 7 chemins de longueur 2 allant vers ¢ dans ce graphe : trois depuis a car (A2)173 =3,
un depuis b car (A%)y 3 = 1, deux depuis c car (4%)33 = 2 et un depuis d car (4%)43 = 1.
Il y a en tout 16 chemins de longueur 2 dans ce graphe.

Entrée :

Un graphe G = (V; E), un sommet a € V' et un nombre entier non nul p.

Sortie et role de I'algorithme :

L’ensemble C' des chemins du graphe G, de longueur p et commencant en a.

Variables utilisées :

C1 et Cs, ensembles de chemins
b et ¢, sommets

k, nombre entier

Corps de 'algorithme :

Ch 1]
Pour chaque successeur b de a, faire
Cy+— CL U {(a,b)}
Fin Pour
Pour k de 2 a p, faire
Co 0
Pour chaque chemin (a,...,b) de Cy, faire
Pour chaque successeur ¢ de b, faire
Co CQU{(Q,...7b7C)}
Fin Pour
Fin Pour
C1 — CQ
Fin Pour
Renvoyer Ci

Bulletin Officiel
Le B.O. attend qu’un étudiant soit capable d’obtenir les chemins de longueur p donnée dans
un graphe. En pratique, parce que I’épreuve ne dure que 2h, il est fort peu probable qu’il
ait besoin de mettre en ceuvre ce dernier algorithme : il faut par contre savoir interpréter

les coefficients de MP puis retrouver < a la main > les chemins.
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12 CHAPITRE 3. CHEMINS

3.3 Accessibilité

D’apres la section précédente, il est évident que (M [f”])m- est un booléen qui vaut 1 lorsqu’il
existe un chemin de 7 a j de longueur p, 0 sinon. Effectivement, pour obtenir les coefficients de
la matrice booléenne, il suffit de calculer MP, puis de remplacer tout nombre non nul par 1. Et
puisqu’il y a un nombre non nul s’il y a un nombre non nul de chemins entre 7 et j...

Nous venons de comprendre comment déterminer I’existence d’un chemin de longueur fixée
entre deux sommets ¢ et j. Une question naturelle est alors de déterminer I’existence d’un chemin
*tout court™ entre ces deux sommets, peu importe la longueur de ce chemin.

Pour cela, il suffit de savoir sl existe un chemin de longueur 1 (facile : I'arc existe-t-il 7), ou
bien s’il existe un chemin de longueur 2, ou bien s’il existe un chemin de longueur 3... Jusque
quelle longueur aller comme cela 7 Partons de i, et parcourons le graphe aussi longtemps que
nous le désirons, pour essayer d’atteindre j. Au bout d’un certain temps, nous allons forcément
repasser au méme endroit, puisqu’il y a un nombre fini de sommets. Nous avons donc parcouru
notre graphe < pour rien > : nous avons emprunté un circuit !

P
W Propriété

Tout chemin de longueur supérieure ou égale a n contient un circuit.

.
Preuve
Etant donné qu’il y a n sommets dans le graphe, tout chemin qui passe par n + 1 sommets
passe donc forcément deux fois par le méme sommet, et contient donc un circuit. O

Ainsi, pour savoir s’il existe un chemin entre i et j, il suffit de regarder les chemins de
longueur 1, 2... n. Au-dela, c’est inutile, puisque s’il existe un chemin de longueur strictement
supérieure a n entre i et j, il contient un circuit, et donc, en coupant ce circuit, cela donne un
autre chemin de longueur strictement inférieure qui lie toujours ¢ & j. Nous sommes cela dit
obligés d’aller jusqu’a n puisque pour savoir si i est atteignable depuis lui-méme, il faut parfois
aller chercher précisément le circuit de taille n (il peut ne pas y en avoir de plus court).

Pour tout graphe, la matrice d’accessibilité booléenne M peut donc se calculer par la somme
booléenne des puissances booléennes de la matrice d’adjacence M :

M=MaoeMZqp...epm

-
% Complexité

o en effectuant naivement le calcul ci-dessus, le calcul de M est en O(n*). Effectivement

il y a n — 1 multiplications matricielles & effectuer, chacune en O(n3) avec la formule
(AB);; = > (A)ik(B)k,;. I y a ensuite n — 1 additions a effectuer, chacune en O(n?).

e avec des algorithmes de multiplication matricielle optimisés, cette complexité peut étre
améliorée. La meilleure complexité possible pour le produit matriciel est aujourd’hui
encore inconnue, cela dit la méthode de Strassen ¢ fournit du O(n'°®27) ~ O(n*8!) soit

mieux que ns.

e en remarquant que M @ (MGB---EBM[QP])B] =MO® - - P M[Qpﬂ], le nombre de
multiplications matricielles et le nombre d’additions matricielles a effectuer passe de
n a logy n; en combinant ces deux méthodes, la borne supérieure de la complexité de
cet algorithme est O(n?%! log, n).

a. L’algorithme de Strassen est de type < diviser pour régner > : il divise une matrice A en 4 blocs
de taille moitié et réussit & calculer A X A avec 7 multiplications des blocs au lieu de 8 par méthode
naive. La démonstration de la complexité de cet algorithme utilise le « Master Theorem > qui permet de
déterminer les complexités de ce type d’algorithmes. Se référer a I’excellente Introduction to Algorithms
par Cormen, Leiserson, Rivest, et Stein.

Distribué sous licence creative commons : http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/



3.4. FERMETURE TRANSITIVE 13

Bulletin Officiel

Le B.O. attend qu’un étudiant soit capable d’obtenir et d’interpréter les coefficients de
ML

3.4 Fermeture transitive
Soit G = (V; E) un graphe. Appelons R la relation définie sur V' par :

aRb <= (a,b) € E

La fermeture transitive (ou cloture transitive) de G est le graphe G = (V; E) obtenu en
ajoutant a partir de £ un nombre minimum d’arcs possible de maniére a ce que la relation R
définie sur V par aRb <= (a,b) € E soit transitive.

Remarque : ajouter tous les arcs possibles rendrait la relation transitive. .. mais donnerait a
chaque fois un graphe complet? : pas trés intéressant.

L’algorithme naif qui utilise la définition de la fermeture transitive consiste simplement a
ajouter des arcs qui doivent étre ajoutés pour que R soit transitive tant qu’il en existe :

Construction naive de la fermeture transitive.

I
Entrée :
Un graphe G = (V3 E).

Sortie et role de I’algorithme :
Le graphe G, fermeture transitive de G.

Variables utilisées :
E’, ensemble d’arcs

G’, graphe

Corps de 'algorithme :

1 E' +E

2 Répéter

3 G' + (V;E')

4 Pour chaque arc (a,b) de G', faire
5 Pour chaque successeur ¢ de b dans G, faire
6 Si (a,c) ¢ E', alors

7 E' + E'U{(a,c)}
8 Fin Si

9 Fin Pour

10 Fin Pour

11  Jusqu’a ce que plus aucun arc ne soit ajouté
12  Renvoyer G’

Preuve de Palgorithme

1. Tous les arc de E’ sont nécessaires. Au début tous les arcs de F sont dans E’ : par
définition de la fermeture transitive, ils sont nécessaires. Ensuite l'algorithme ajoute (a,c)
dans E’ si et seulement si 3b € V, (a,b) € E' A (b,¢) € E’. Cet arc est nécessaire a ajouter,
sinon R’ ne serait pas transitive.

2. De plus les arcs ajoutés sont suffisants. Quand I'algorithme n’en ajoute plus, c’est que
pour chaque arc (a,b) de G, pour chaque successeur ¢ de b dans G', (a,c) € E’, ce qui veut
bien dire que R’ est transitive.

Conclusion : R est transitive en ayant ajouté le moins d’arcs possibles. O

4. Une clique (hors programme), ou graphe complet, est un graphe dans lequel tous les arcs sont présents.
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14 CHAPITRE 3. CHEMINS

-
W Théoreme
L La matrice d’adjacence de G est la matrice d’accessibilité M de G.
Preuve
Il existe un chemin (a, s1,...,s,,b) dans G si et seulement si (a,b) est dans la fermeture
transitive du graphe, tout simplement par transitivité. O
(}7 Théoréeme

L’algorithme naif fait au plus log, n passages dans la boucle « Répéter >.

Preuve

Montrons par récurrence sur ¢, le nombre de passages dans la boucle « Répéter >, I'invariant
de boucle suivant : au début du i-ieme passage dans la boucle, (a,b) € E’ si et seulement s’il
y a un chemin de longueur inférieur ou égale & 2'=! de @ & b dans G.

Initialisation : Vinvariant est vrai au rang 1 car (a,b) € B/ <= (a,b) € F puisque E’ est
une copie de E. Il n’y a pas d’autres chemins de longueur 2'~! = 1.

Hérédité : supposons l'invariant vrai au rang p. Soient a et b deux sommets du graphe. Le
début du p + 1-ieme passage correspond a la fin du p-iéme passage. Montrons qu’a la fin de ce
p-iéme passage, (a,b) € E’ si et seulement s’il y a un chemin de longueur inférieur ou égale &
2= de a & b dans G.

Sens direct : (a,b) sera dans E’ si et seulement s’il existe ¢ dans V avec (a,c) dans E' et
(¢,b) dans E’ au début du p-ieme passage ou que (a,b) y était déja. Dans le premier cas, par
hypothese de récurrence il y a un chemin de longueur inférieure ou égale & 2P~ de a & ¢ et un
autre de longueur inférieure ou égale & 2°~! de ¢ & b donc en les mettant bout & bout il existe
un chemin de longueur inférieure ou égale a 2P de a a c. Dans le second cas, par hypothéese de
récurrence il existe un chemin de longueur inférieure ou égale & 2P~ donc & 2P de a & b.

Sens réciproque : s’il existe un chemin de longueur inférieure ou égale a 2P de a a b : §’il
est de longueur inférieure ou égale & 2P~1 il y était au début du passage donc y est & la fin.
Sinon, c¢’est la concaténation de deux (en coupant au milieu) chemins non vides a ~» c et ¢ ~> b
de longueurs chacune inférieure ou égale & 2P~!, et donc par hypothese de récurrence, (a, c) et
(¢,b) sont dans G’ au début du p-ieme passage, donc (a, b) sera ajouté.

Ainsi & la fin du p-iéme passage, les arcs de E’ vérifient la propriété : au début du p+1-iéme,

ils la vérifient donc!

Conclusion : Iinvariant est bien vrai pour tout ¢ > 1. Puisque nous avons déja vu qu’il
existe un chemin de a vers b si et seulement s’il existe un chemin de longueur < n de a vers b,
cela permet de déduire qu’il y a au plus logy n passages dans la boucle « Répéter . 0

P
% Complexité

n(n —

En majorant de maniére grossiére le nombre d’arcs dans E’ par (graphe

complet), nous obtenons une borne supérieure en O(n>logyn) (log,n pour la boucle
< Répéter > puis n? pour la boucle < Pour chaque arc > puis n pour la boucle < Pour
chaque successeur >).

Nous pouvons aussi calculer M par la méthode précédente pour obtenir ce graphe. Quelle
que soit la méthode utilisée, une fois la fermeture du graphe construite, nous avons ensuite en
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3.4. FERMETURE TRANSITIVE 15

temps constant ’accessibilité d’un sommet a un autre : il suffit de regarder si ’arc correspondant
se trouve dans le nouveau graphe! Il est donc intéressant de construire ce graphe une fois pour
toutes.

Exemple : sur la gauche un graphe G, et a droite sa fermeture transitive G :

2N /7N
l ] \ |
b——a e f C“prT——a"” e-——-=>f
\ / \ A
\ / N\ V2
\ / \
| | R / X
\ ’ 7N
\ ’ 4 \
N Y 7 N
c d g c d g
Il a fallu ajouter (a,a) car (a,b) et (b,a) existent ; (b,b) car (b,a) et (a,b) existent ; (b,c) car

(b,a) et (a,c) existent. ..

& Il ne faut pas oublier d’ajouter (e, f) dans la fermeture transitive. Dans le graphe initial,
il n’y a pas de sommet 7 tel que les arcs (e, i) et (4, f) existent a la fois. Cela dit, il faut ajouter
Parc (e, g) car (e, d) et (d,g) existent. .. et alors la transitivité oblige a ajouter (e, f).

Nous pouvons enfin présenter I’Algorithme de Roy-Warshall, qui a le bon gout d’étre tres
simple a écrire. Cet algorithme est également intéressant car il s’étend facilement au calcul de
chemins optimaux, que nous verrons plus tard.

Algorithme de Roy-Warshall.

Entrée :
La matrice d’adjacence A d’un graphe G.

Sortie et role de I’algorithme :
La matrice A’ du graphe G, fermeture transitive de G.

Variables utilisées :
A’, matrice de booléens
P, 1, J, nombres entiers

Corps de 'algorithme :

1 n < taille(A) Etant entendu que ¢’est une matrice carrée. . .
2 A+ A

3 Pour p de 1 a n, faire

4 Pour i de 1 a n, faire

5 Pour j de 1 a n, faire

6 (ANij = (A)ij & (A)ip X (A)p
7 Fin Pour

8 Fin Pour

9 Fin Pour

10  Renvoyer A’

Preuve de P’algorithme

Nous montrerions par récurrence sur p 'invariant de boucle suivant : au début du p-ieme
passage dans la boucle (lignes 3-9), (A");; = 1 si et seulement s’il existe un chemin de i & j
dont tous les sommets intermédiaires s vérifient s < p. O

% Complexité
Cet algorithme est en O(n3). Il n’a besoin d’aucune optimisation pour atteindre cette
complexité, contrairement au calcul de la matrice d’accessibilité présenté plus haut en
O(n?8l1ogy n). Cela dit il est moins rapide, car logy n << n%19,
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16 CHAPITRE 3. CHEMINS

Remarque : attention a ne pas confondre M avec la matrice M* définie par :

M =L,oMoMap...q0 M

Il s’agit ici de la matrice de la fermeture réflexive et transitive du graphe de matrice
d’adjacence M, qui n’est pas au programme. Effectivement rajouter I,, fait que Va, xRz donc
la relation a été rendue réflexive.
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Chapitre 4

Graphes orientés sans circuit

4.1 Reconnaitre un graphe sans circuit

Pour savoir si un graphe est sans circuit, il suffit de vérifier qu’il n’en contient pas... mais il
est difficile de démontrer que quelque chose n’existe pas, alors partons du constat suivant :

P
(}7 Constat

Si G = (V; E) est un graphe orienté sans circuit, alors il existe v € V' tel que v n’a pas de
L prédécesseur.

Preuve

Puisque G n’a pas de circuit, alors la taille des chemins dans G est bornée (nous avons
déja vu ce résultat). Soit alors un chemin (vg,v1,...,v;) de longueur maximale. Supposons
que vg ait un prédécesseur p : alors (p,vg,v1,...,vx) serait un chemin de G, ce qui contredit
la maximalité du chemin (vg,v1,...,vx). Ainsi vy est sans prédécesseur. O

Nous aboutissons alors au théoreme, un peu plus intéressant, suivant :

Théoreme
Soit G = (V; E) un graphe. Alors G est sans circuit si et seulement s’il existe v € V' tel que
v soit sans prédécesseur et que pour tout s € V sans prédécesseur, le sous-graphe obtenu
a partir de G en retirant le sommet s ainsi que tous les arcs ayant pour extrémité s soit
sans circuit.

Preuve

Sens direct : si G est sans circuit, alors d’apres notre constat, il existe v € V' tel que v n’a
pas de prédécesseur. Puisque G est sans circuit, en retirant un sommet et des arcs, il reste
sans circuit.

Sens réciproque : soit v € V sans prédécesseur. Le sous-graphe obtenu a partir de G, en
retirant le sommet v ainsi que tous les arcs ayant pour extrémité v, est donc sans circuit. Donc
si G possédait un circuit, il passerait nécessairement par v, qui aurait donc un prédécesseur.
D’ou la contradiction, donc G est sans circuit. 0

Remarque : les mémes résultats sont bien siir vrais en remplagant <« sans prédécesseur > par
< sans successeur >, la démonstration est similaire en tout point.

L’algorithme de reconnaissance d’un graphe sans circuit tombe alors naturellement. En
entrée, un graphe G = (V;E) et en sortie 'affichage d’un message indiquant si G contient
des circuits ou non.
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Reconnaissance naive d’un graphe sans circuit.

Variables utilisées : v et s, sommets

Corps de 'algorithme :

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

Tant qu’il existe un sommet sans prédécesseur, faire
v < un tel sommet
V+ V\{v}
Pour chaque successeur s de v, faire
E+ E\{(v,s)}
Fin Pour
Fin Tant que
Si V =0, alors
Afficher < G est sans circuit >
Sinon
Afficher < G contient des circuits >
Fin Si

o

% Complexité
Ce premier jet d’algorithme est en O(n?). Effectivement, sans traitement particulier,
trouver un sommet sans prédécesseur est en O(n); cette opération s’effectue jusqu'a n
fois, donc la complexité totale est en O(n?) (car I'algorithme supprime au plus m < n?
arétes). Cela dit, il existe une meilleure maniére de procéder. . .

Reconnaissance d’un graphe sans circuit.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

Variables supplémentaires utilisées :
sommets_traites, entier

Corps de 'algorithme :

Initialiser toutes les cases de degre_entrant par 0
Pour chaque sommet v de V, faire
Pour chaque successeur s de v, faire
degre_entrant(v) < degre_entrant(v) + 1
Fin Pour
Fin Pour
a_traiter < ()
Pour chaque sommet v de V, faire
Si degre_entrant(v) = 0, alors
a_traiter < a_traiter U {v}
Fin Si
Fin Pour
sommets_traites <— 0
Tant que a_traiter # @, faire
v < un sommet de a_traiter
a_traiter « a_traiter \ {v}
Pour chaque successeur s de v, faire
degre_entrant(s) = degre_entrant(s) — 1
Si degre_entrant(s) = 0, alors
a_traiter < a_traiter U {s}
Fin Si
Fin Pour
sommets_traites < sommets_traites + 1
Fin Tant que
Si sommets_traites = |V|, alors
Afficher < G est sans circuit >
Sinon
Afficher < G contient des circuits >
Fin Si

degre_entrant, tableau de n entiers; a_traiter, ensemble de sommets;
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4.1. RECONNAITRE UN GRAPHE SANS CIRCUIT 19

Nous avons ici géré < intelligemment > le parcours des sommets a traiter, en introduisant
la notion hors programme de degré entrant du sommet i : c’est le nombre de prédécesseurs
de i (notée |I'~(7)]). Il suffit, plutét que de parcourir tous les sommets & chaque fois, a la
recherche d’un sommet sans prédécesseur, de tenir a jour, pour chaque sommet, une variable
degre_entrant, et de ne traiter que ceux qui ont un degre_entrant nul. Cela revient a traiter
les sommets par niveaux, comme nous le verrons dans la section suivante.

% Complexité
Ce second algorithme est en O(n + m). Effectivement, I'initialisation de degre_entrant
(ligne 1) est en O(n), la premiere boucle (lignes 2-6) est en O(n + m), la seconde boucle
(lignes 8-12) en O(n) et la derniere boucle (lignes 14-24) en O(n + m).

Pour travailler matriciellement, il suffit de faire les constats suivants :

e un sommet ¢ n’a aucun prédécesseur si la colonne 7 n’est remplie que de 0
e un sommet 7 n’a aucun successeur si la ligne ¢ n’est remplie que de 0.

L’algorithme de reconnaissance utilisant la matrice d’adjacence est donc le suivant :

Reconnaissance d’une matrice d’adjacence de graphe sans circuit.

I
Entrée :
Une matrice d’adjacence M d’un graphe G.

Sortie et role de I'algorithme :
Afficher un message indiquant si G contient des circuits ou non.

Corps de 'algorithme :

1 Tant qu’il existe une colonne ou une ligne remplie de 0, faire
2 i < le numéro d’une telle ligne ou d’une telle colonne
3 Supprimer la i-iéme ligne de M

4 Supprimer la i-ieme colonne de M

5 Fin Tant que

6 Si M est de taille 0 x 0, alors

7 Afficher < G est sans circuit >

8 Sinon

9 Afficher < G contient des circuits >
10 Fin Si

Exemple : soient G et H les deux graphes suivants :

3 4 3 4

Il n’est pas évident de < voir > si 'un des graphes est sans circuit, alors qu’il n’y a que 5
sommets. Travaillons sur leurs matrices d’adjacence qui sont :
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000O01 00001
00111 00110
M=]1 0011 N=]100 11
00 00O 00000
0 00T1PO0 01010

Pour le graphe G :

e M contient une colonne remplie de 0 (la 2°m¢) : cela veut dire que le sommet 2 n’a pas de
prédécesseur. L’algorithme peut le supprimer et regarder dans le graphe restant. Dans la
matrice, il faudrait supprimer la 2°m¢ ligne ainsi que la 2°™¢ colonne.

e M contient une ligne remplie de 0 (la 4°™¢) : cela veut dire que le sommet 4 n’a pas de
successeur. L’algorithme peut le supprimer et regarder dans le graphe restant. Dans la
matrice, il faudrait supprimer la 4°™¢ ligne ainsi que la 4°™° colonne.

0 0 01
. . . 1 011
Supprimons le sommet 2; la matrice devient =10 0 0 o
0010

Cette nouvelle matrice correspond donc au graphe G affranchi du sommet 2. Ainsi les som-

mets restants sont les sommets 1, 3, 4, 5.

e Il y a une colonne remplie de 0 (la 2°™¢) : cela veut dire que le sommet 3 (attention
au décalage!) n’a pas de prédécesseur. L’algorithme peut le supprimer et regarder dans
le graphe restant. Dans la matrice, il faudrait supprimer la 2°™¢ ligne ainsi que la 2°m¢
colonne.

e Il y a une ligne remplie de 0 (la 3°m¢) : cela veut dire que le sommet 4 (attention au
décalage!) n’a pas de successeur. L’algorithme peut le supprimer et regarder dans le graphe
restant. Dans la matrice, il faudrait supprimer la 3°™¢ ligne ainsi que la 3°™¢ colonne.

0 01 00 1
Supprimons le sommet 3; la matrice devient =10 0 O

0 00

0 1 o 010

Cette nouvelle matrice correspond donc au graphe G affranchi des sommets 2 et 3. Ainsi les

sommets restants sont les sommets 1, 4, 5.

e Il y a une colonne remplie de 0 (la 1°¢) : cela veut dire que le sommet 1 n’a pas de
prédécesseur. L’algorithme peut le supprimer et regarder dans le graphe restant. Dans la
matrice, il faudrait supprimer la 1° ligne ainsi que la 1°*° colonne.

e Il y a une ligne remplie de 0 (la 2°™) : cela veut dire que le sommet 4 (attention au
décalage !) n’a pas de successeur. L’algorithme peut le supprimer et regarder dans le graphe
restant. Dans la matrice, il faudrait supprimer la 2°™¢ ligne ainsi que la 2°™¢ colonne.

Supprimons le sommet 1; la matrice devient 0 0)= <(1) 8)
10
Cette nouvelle matrice correspond donc au graphe G affranchi des sommets 1, 2 et 3. Ainsi

les sommets restants sont les sommets 4 et 5.

e Il y a une ligne remplie de 0 (la 1¢°) : cela veut dire que le sommet 4 (attention au
décalage!) n’a pas de prédécesseur. L’algorithme peut le supprimer et regarder dans le
graphe restant. Dans la matrice, il faut supprimer la 1° ligne ainsi que la 1°*¢ colonne.

Supprimons le sommet 4 ; la matrice devient 0) = (0)

Cette nouvelle matrice correspond donc au graphe G affranchi des sommets 1, 2, 3 et 4. Ainsi

il ne reste plus que le sommet 5.

e Il y a une ligne remplie de 0 (la 1¢°) : cela veut dire que le sommet 5 (attention au
décalage!) n’a pas de prédécesseur. L’algorithme peut le supprimer et regarder dans le
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graphe restant. Dans la matrice, il faut supprimer la 1°*¢ ligne ainsi que la 1° colonne, ce
qui aboutit clairement a la matrice vide : |le graphe G est donc sans circuit |

Mémes étapes pour H :

0 001
0 010
1 0 01
0100

La matrice résultante ne contient plus ni ligne ni colonne remplie de 0.
Ainsi |le graphe H contient un circuit |

Remarque : pour trouver un circuit, il suffit de parcourir le graphe H affranchi du sommet 4
(a partir de n’importe quel sommet), ce qui aboutira forcément & un circuit ; cela dit le circuit
trouvé ne commencera pas nécessairement par le sommet choisi en premier.

Autre méthode : nous avons déja remarqué qu’un circuit de longueur p se traduit par un
nombre non nul sur la diagonale de la matrice MP. Au lieu de barrer des lignes et des colonnes
sur M, il suffit de calculer les puissances de la matrice d’adjacence, de M' & M™ et de s’assurer
qu’aucune de ces n matrices n’a de coefficient non nul sur sa diagonale !

4.2 Niveaux

La représentation visuelle de certains graphes peut étre parfois < fouillie > si le dessinateur n’a
pris aucune précaution particuliere. Dans un graphe sans circuit, c’est une bonne idée d’adopter
une représentation qui rend tres visuelle la hiérarchie des sommets dans le graphe : en haut
(niveau 0) ceux qui sont sans prédécesseur, plus bas (niveau 1) ceux dont tous les prédécesseurs
étaient parmi ceux du haut, plus bas (niveau 2) ceux dont tous les prédécesseurs étaient parmi
ceux des deux niveaux précédents. ..

Puisqu'un graphe représente généralement un probleme tres concret, faire apparaitre la
hiérarchie entre les sommets permet de mieux comprendre le probleme auquel il se rapporte.
L’ordonnancement de taches est un probleme qui peut se résoudre par application directe de
la décomposition en niveaux : étant données différentes taches a exécuter en vue de mener un
projet a bien, et différentes contraintes entre ces taches, dans quel ordre les exécuter ?

Plus formellement, dans un graphe G sans circuit, le niveau d’un sommet ¢ est la longueur
d’un plus long chemin dans G se terminant en 1.

Cette définition donne lieu a un calcul des niveaux pénible. Il existe une définition équivalente
et plus simple a calculer : la fonction hauteur définie sur V et a valeurs dans N de maniere
récursive par :

{ 0 si = est sans prédécesseur
T 1+ max h(y) sinon

y prédécesseur de x

Nous verrons comme autre application directe de la décomposition en niveaux l’algorithme
de Bellman (au chapitre suivant), qui a besoin de parcourir les sommets dans l'ordre d’un tri
topologique (notion hors programme, mais dont la décomposition en niveaux est, & un petit abus
de langage pres, un cas particulier).

La définition de la fonction hauteur aboutit a l’algorithme suivant :
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Calcul de niveaux.

I
Entrée :
Un graphe G = (V; E).

Sortie et role de I'algorithme :
Etiqueter chaque sommet de V' par son niveau.

Variables utilisées :

Niveauz, tableau de n + 1 ensembles de sommets
v et s, sommets

i, nombre entier

Corps de 'algorithme :

1 Initialiser toutes les cases de Niveaux par ()

2 1+ 0

3 Pour chaque sommet v de V, faire

4 Si v est sans prédécesseur, alors

5 Niveauz[0] < Niveauz[0] U {v}

6 Fin Si

7 Fin Pour

8  Tant que Niveauz|i] # 0, faire

9 Pour chaque sommet v de Niveauz[i], faire
10 Etiqueter v par 1

11 Pour chaque successeur s de v, faire
12 Retirer larc (v,s) de G

13 Si s est sans prédécesseur, alors
14 Niveauz[i + 1] + Niveaux[i + 1] U {s}
15 Fin Si

16 Fin Pour

17 Fin Pour

18 1+—i1+1

19 Fin Tant que

-
% Complexité

Comme dit précédemment, cet algorithme est en O(n + m). Effectivement I'initialisation
de la variable Niveauz et la premiere boucle (lignes 3-7 : < Pour chaque sommet v de
V' >) sont en O(n), puis la seconde boucle (lignes 8-19) parcourt exactement une fois
chaque sommet (une fois qu'un sommet a été visité, il n’est pas ajouté dans une autre
case de Niveaux) et une fois chaque arc (puisque pour chaque sommet visité, chaque arc
sortant de ce sommet est parcouru une unique fois), donc est en O(n + m).

Remarque : la définition initiale permet également de travailler matriciellement : dans M,
les colonnes vides correspondent aux sommets de niveau 0. Puis pour i de n a 1 (la boucle peut
s’arréter plus tot, deés que tous les niveaux ont été calculés), si un sommet n’a pas encore de
niveau et que dans une ligne de M? il y a un nombre non nul & la colonne j, alors le sommet j
a le niveau ¢. Cette méthode matricielle est par contre beaucoup plus colteuse en complexité !

Comme nous 'avons dit en début de section, une fois le graphe décomposé par niveaux, nous
pouvons le représenter de maniere bien plus parlante. Nous allons détailler un exemple, ou les
sommets sont différents courants littéraires, et les arcs indiquent les influences!. La premiere
représentation est a dessein dessinée sans souci particulier d’ordre, pour que l'algorithme de
décomposition par niveaux prenne tout son sens.

1. Se référer a 'excellente Histoire de la littérature francaise, de Xavier Darcos, pour étoffer ce graphe.
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Moyen—Age

\ Antiquité

Baroque

/ \ Classicisme
Surréalisme Humanisme /

Préciosité Romantisme Lumieres Réalisme
Symbolisme / \ /
Modernité Formalisme Naturalisme

Initialisation (lignes 1-2) :

e i vaut 0, Niveaux vaut [(),0,...]

Premiere boucle (lignes 3-7) :

e les sommets sans prédécesseurs sont Moyen—Age, Antiquité et Formalisme. Ainsi ’algo-
rithme change la case Niveauz[0] en {Moyen-Age; Antiquité; Formalisme}.

Seconde boucle (lignes 8-19), avec i =0 :

e l’algorithme étiquette Moyen—Age, Antiquité et Formalisme par 0
e lalgorithme retire tous les arcs provenant de Moyen-Age, Antiquité et Formalisme :

Moyen—AgSo Antiquitéy
Baroque - // RN <
/ \ P Classicisme
Surréalisme Humanism\eA /
Préciosité Romantisme Lumieres — Réalisme
Symbolisme

™~

Modernité < —Formalismey  Naturalisme

e l’algorithme regarde quels nouveaux sommets se retrouvent sans prédécesseurs : Huma-
nisme et Classicisme.
e ainsi Niveauz[l] vaut maintenant {Humanisme; Classicisme}.

Seconde boucle (lignes 8-19), avec i =1 :

e lalgorithme étiquette Humanisme et Classicisme par 1
e l'algorithme retire tous les arcs provenant de Humanisme et Classicisme :
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Moyen—Ageo Anthulteo

Baroque ’

N
Classicisme;
Surreahsme Humanlsmel //

Préciosité Romantisme Lumleres — Réalisme

AT XY

Modernité<-- Formalismey  Naturalisme

e l’algorithme regarde quels nouveaux sommets se retrouvent sans prédécesseurs : Baroque
et Lumieres.
e ainsi Niveaux[2] vaut maintenant {Baroque; Lumieres}.

Seconde boucle (lignes 8-19), avec i = 2 :

e l’algorithme étiquette Baroque et Lumieres par 2
e |’algorithme retire tous les arcs provenant de Baroque et Lumieres :

Moyen-A .y
oye g‘?? Antiquitéo
RN < : T
Baroque .
_- /q\ \% Cl*
s PN . v assicismer
Surréalisme // \\ Humanisme;
A K
Prec1051te Romantlsme Lumieéress — — - Réalisme
\
\
Symbohsm \
\

\
Modernlte< - Formalismeg  Naturalisme
e lalgorithme regarde quels nouveaux sommets se retrouvent sans prédécesseurs : Préciosité,
Romantisme et Réalisme.
e ainsi Niveaux[3] vaut maintenant {Préciosité; Romantisme; Réalisme}.

Seconde boucle (lignes 8-19), avec i = 3 :

e lalgorithme étiquette Préciosité, Romantisme et Réalisme par 3
e l’algorithme retire tous les arcs provenant de Préciosité, Romantisme et Réalisme :

Moyen-Age .,
Y g 0 Antiquitégy
RN < : e
].Baroquevg. . x
L y Classicisme;
Surréalisme " Humanisme, ’
. y.. * . ’ x . ; .
Préciosités Romantismes Lumieress ----> Réalismes
\ / . /
\ / /
Symbolisme \ / - Vi

\\/ i //

Modernité <- - Formalismeo Naturalisme

e l’algorithme regarde quels nouveaux sommets se retrouvent sans prédécesseurs : Modernité
et Naturalisme.
e ainsi Niveaux[4] vaut maintenant {Modernité; Naturalisme}.

Seconde boucle (lignes 8-19), avec i =4 :

e l'algorithme étiquette Modernité et Naturalisme par 4
e lalgorithme retire tous les arcs provenant de Modernité et Naturalisme :
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Moyen-Age .
Y g .9 Antiquitégy
[Baroquey : A
- R y Classicisme;
Surréalisme Humanisme; ’
. y. . * . ’ x . ; .
Préciosités Romantismes Lumieress ----> Réalismes
Symbolisme °

~

3 N ¥
Modernités <-- Formalismeg  Naturalismey

e l'algorithme regarde quels nouveaux sommets se retrouvent sans prédécesseurs : Symbo-
lisme.
e ainsi Niveaux[5] vaut maintenant {Symbolisme}.

Seconde boucle (lignes 8-19), avec i =5 :

e l'algorithme étiquette Symbolisme par 5
e l’algorithme retire tous les arcs provenant de Symbolisme :

Moyen-Age .
Y & 0 Antiquitégy
. P e
Baroques R "
PR . R v Classicisme;
Surréalisme Humanisme; ’
\ s Lo N A e
\Pre<31os1teg Romantismes Lumiéres, ---->Réalismes
v
Symbolismes "
. .

N K N
Modernités <-- Formalismeg  Naturalismey

e l'algorithme regarde quels nouveaux sommets se retrouvent sans prédécesseurs : Surréalisme.
e ainsi Niveaux[6] vaut maintenant {Surréalisme}.

Seconde boucle (lignes 8-19), avec i = 6 :

e l’algorithme étiquette Surréalisme par 6
e l'algorithme retire tous les arcs provenant de Surréalisme :

Moyen-Age C
Y g 0 Antiquitég
LS T V Classicisme;
Surréalismeg . Humanisme; ’
i . y. . * . : x . " .
. Préciosités Romantismes Lumieress ----> Réalismes
Symbolismes -
~. .

N K N
Modernités <-- Formalismeg  Naturalismey

e l'algorithme regarde quels nouveaux sommets se retrouvent sans prédécesseurs : aucun.
e ainsi Niveauxz|7] reste égal a () et c’est fini, il n’y aura pas de prochain tour de boucle!

Maintenant que tous les sommets sont étiquetés, nous pouvons représenter le graphe de
maniere hiérarchique, d’une direction vers son opposé. Ici nous choisissons de le représenter de
haut en bas : d’abord une ligne pour les sommets de niveau 0, puis une ligne pour les sommets
de niveau 1... et enfin les sommets de niveau le plus élevé :
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Antiquité Moyen-Age Formalisme

Humanisme Classicisme
Lumiéres Baroque
Réalisme Romantisme Préciosité
\ /
Naturalisme Modernité
Symbolisme
Surréalisme

Remarque : nous pouvons voir sur le dessin deux propriétés : aucun niveau n’est vide, et
tous les arcs vont strictement d’un sommet plus haut vers un sommet plus bas. C’est toujours
le cas une fois le graphe ordonné par niveaux.

Bulletin Officiel

Le B.O. attend qu’un étudiant soit capable de mettre en ceuvre un algorithme pour obtenir
les niveaux, et qu’il puisse ensuite représenter géométriquement un graphe orienté par
niveaux.

4.3 Arbres

Certains des graphes sans circuit sont d’un type encore plus particulier : ce sont les arbres.
Avant de donner une définition, commencons par donner quelques exemples. Vous avez siirement
déja construit un arbre généalogique. Cela tombe bien, c’est également un arbre au sens de la
théorie des graphes :

A. gd-pere A. gd-mére A. gd-pere A. gd-mére A. gd-pere A. gd-mére A. gd-pere A. gd-mére

Grand-pere Grand-mere Grand-pere Grand-mere

Papa Maman

Moi

Et, puisque cela s’inscrit pleinement dans les thématiques de ce BTS, vous connaissez certai-
nement ’arborescence de fichiers d’un ordinateur. Voici un extrait d’une arborescence de fichiers
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sous Unix :

/

L\ JINC /N
Nen'en

Enfin, nous avons rencontré depuis la seconde les arbres de probabilités, qui permettent,
dans leur version non pondérée, de calculer des probabilités dans le cas équiprobable (car il
permettent de dénombrer les possibilités). Par exemple, dans l'expérience aléatoire < lancer
deux dés équilibrés a 6 faces numérotées de 1 & 6 >, arbre de probabilité suivant montre que
la somme des deux faces sera plus souvent 7 que n’importe quel autre nombre :

AN
AN AN NN

Les documents produits en html, xml. . . respectent aussi ce genre de structure. Il est également
possible de représenter des objets qui respectent une certaine grammaire par des arbres (par
exemple des expressions mathématiques, des phrases de la langue francaise. . .)

Les arbres présentés plus haut sont des graphes non-orientés. Effectivement, par définition
un arbre est un graphe non-orienté, connexe et sans cycle (comme vu en chapitre 3, le cycle
est 'équivalent pour les graphes non-orientés du circuit pour les graphes orientés; dans un
cycle toutes les arétes sont différentes, sinon toute aréte prise dans un sens puis dans ’autre
formerait un cycle pas tres intéressant.).

Le B.O. est cela dit clair : la notion de connexité est hors programme (elle n’est cela dit pas
compliquée a comprendre : cela veut dire qu’il est possible d’atteindre n’importe quel sommet
depuis n’importe quel autre; dans le cas orienté il faut faire la distinction entre connexité et
forte connexité). La notion d’arbre < tout court > (non-orienté) est hors-programme aussi,
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mais il est possible de définir les arbres sans parler de connexité, puisqu’il y a équivalence
entre les six propositions suivantes :

1. G est connexe sans cycle

G est sans cycle avec m=n — 1

G est connexe avec m =n — 1

G est sans cycle maximal (I’ajout d’une quelconque aréte donnerait lieu a un cycle)

G est connexe minimal (le retrait d’une quelconque aréte enléeve la connexité)

A

deux sommets quelconques de G sont reliés par une unique chaine élémentaire (dans
laquelle un sommet apparait au plus une fois)

Preuve de I’équivalence
1 = 2 : Raisonnons par récurrence sur n.

Initialisation : un graphe sans cycle avec un unique sommet (n = 1) n’a aucune aréte
(m = 0), car la seule aréte possible serait une boucle. Ainsi m =n — 1.

Hérédité : soit n > 1 et supposons la propriété vraie au rang n, c’est-a-dire que tout graphe
a n sommets connexe et sans cycle a n — 1 arétes.

Soit G un graphe connexe sans cycle a n + 1 sommets. Le pendant du constat fait en
début de chapitre pour les graphes non-orientés est qu’il existe alors au moins un sommet de
degré 1 (au lieu de considérer un chemin de longueur maximale, il faut considérer une chaine
élémentaire de longueur maximale). Appelons v un tel sommet, et considérons G’ construit &
partir de G en retirant v ainsi que I'unique aréte qui a v comme extrémité. Ainsi G’ est un
graphe connexe (puisque v est de degré 1, retirer Paréte n’enléve pas la connexité), sans cycle
(puisqu’on n’a fait qu’enlever une aréte et un sommet), donc par hypothese de récurrence G,
connexe sans cycle qui possede n sommets, possede donc n — 1 arétes.

Donc G posséde bien n arétes. 0

2 = 3 : Raisonnons encore par récurrence sur 7.
Initialisation : un graphe avec un unique sommet (n = 1) est évidemment connexe.

Hérédité : soit n > 1 et supposons la propriété vraie au rang n, c’est-a-dire que tout graphe
a n sommets, sans cycle et avec n — 1 arétes est connexe.

Soit G un graphe sans cycle a n+ 1 sommets et n arétes. Soit, comme précédemment, v un
sommet de G de degré 1, et G’ construit a partir de G en retirant v ainsi que 'unique aréte
qui a v comme extrémité. Ainsi G’ est un graphe sans cycle (puisqu’il a perdu une aréte et un
sommet), donc par hypothese de récurrence G’ est connexe.

G est alors connexe car chaque sommet de G’ est atteignable depuis le sommet auquel est
relié v. O

3 = 4 : Raisonnons une nouvelle fois par récurrence sur n.

Initialisation : un graphe avec un unique sommet et aucune aréte est évidemment sans
cycle maximal, car la seule aréte qu’il est possible d’ajouter serait une boucle, qui rajouterait
donc un cycle.

Hérédité : soit n > 1 et supposons la propriété vraie au rang n, c’est-a-dire que tout graphe
a n sommets, connexe et a n — 1 arétes est sans cycle maximal.

Soit G un graphe sans cycle a n + 1 sommets. Soit, comme précédemment, v un sommet
de G de degré 1, et G’ construit & partir de G en retirant v ainsi que I'unique aréte qui a v
comme extrémité. Par hypotheése de récurrence, G’ est connexe maximal. Donc, si G avait un
cycle, il passerait par v... ce qui est impossible car v est de degré 1. Donc G est sans cycle.
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Montrons maintenant que rajouter une aréte a GG crée un cycle. Soient x et y deux sommets
de GG non reliés par une aréte. Puisque G est connexe, il existe une chaine élémentaire de = a
y. Donc rajouter I'aréte (x,y) crée un cycle 2.

Donc G est bien sans cycle maximal. O

4 =5 : soit G un graphe sans cycle maximal. Soient x et y deux sommets de G. Si (z,y) est
une aréte de G, ils sont reliés. Sinon, rajouter l'aréte (x,y) créerait un cycle (par maximalité),
ce qui veut également dire que z est atteignable depuis y. Ainsi G est connexe.

Montrons maintenant qu’enlever une aréte de G enléverait sa connexité en raisonnant par
I’absurde. Supposons qu’en retirant une aréte (z,y) de G, G reste connexe. Cela veut dire qu’il
existe dans ce nouveau graphe une chaine élémentaire de x a y. Donc, comme précédemment,
remettre 'aréte (x,y) créerait un cycle, ce qui est absurde.

Donc G est bien connexe minimal. O

5 = 6 : soit G un graphe connexe minimal. Soient x et y deux sommets de G. Il existe une
chalne élémentaire de x & y puisque G est connexe.

Montrons maintenant que cette chalne élémentaire est unique en raisonnant par l’absurde.
Supposons qu’il existe ¢ et ¢s deux chaines élémentaires distinctes reliant x a y. Considérons
(z,t) une aréte dans co qui ne soit pas dans ¢;. Alors le graphe G privé de (z,t) est lui aussi
connexe. Effectivement pour atteindre ¢ depuis z dans ce nouveau graphe il suffit de suivre la
chaine ¢y a rebours de z a z, puis la chaine ¢1, puis la chaine ¢y a rebours de y a t. Cela vient
donc contredire la minimalité de la connexité de G.

Ainsi deux sommets quelconques de G sont donc bien reliés par une unique chaine
élémentaire. O

6 = 1 : soit G un graphe dans lequel deux sommets quelconques sont reliés par une unique
chaine élémentaire.

G est donc évidemment connexe.

Montrons que G est sans cycle en raisonnant par ’absurde. Supposons qu’il existe un

cycle dans G. Soient = et y deux sommets de G tels que ce cycle s’écrive (z,...,y,z). Alors
(z,...,y) et (z,y) sont deux chaines élémentaires distinctes (car dans un cycle les arétes sont
toutes différentes) reliant = & y, ce qui est absurde.

Ainsi G est bien connexe sans cycle. O

Remarque : pour continuer dans le champ lexical, une forét est un graphe non-orienté qui
est simplement acyclique. Il a donc le droit de ne pas étre connexe, c’est-a-dire précisément
d’étre une sorte d’union d’arbres, exactement comme son nom le laisse présager.

Pour utiliser une orientation particuliere, il faut < enraciner > 'arbre, c¢’est-a-dire imposer
le sens des arcs. Il est évident que pour le premier exemple, les arcs vont étre orientés de bas
en haut (racine en < Moi ), et pour les deux suivants, de haut en bas (racine en < / > et en
< >). Pour filer la métaphore :

e un arbre enraciné est un graphe orienté sans circuit dans lequel il y a un unique sommet
sans prédécesseur, et dans lequel chacun des autres sommets a un unique prédécesseur.

e la racine d’un arbre enraciné est son unique sommet sans prédécesseur

e une feuille d’un arbre enraciné est un sommet sans successeur

& Il faut étre vigilant avec les arbres enracinés. Car si, au premier abord, certaines représentations
de graphes peuvent faire penser & un arbre, ce n’en sont pas. Et a I'inverse certaines représentations
qui n’ont rien a priori de ’arbre peuvent en étre. Pour fixer les idées :
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VANEVAN
VANNVAN

Je suis un arbre. Je ne suis pas un arbre. Je suis un arbre.

- —

Ceux qui aiment la combinatoire peuvent se demander comment compter le nombre d’arbres
< distincts > a n sommets, ainsi que le nombre d’arbres enracinés « distincts > a n sommets. Il
faut sous-entendre bien sir de ne pas compter comme distincts deux graphes si seuls les noms
des sommets ont été modifiés (ou si seule la représentation graphique est différente. . .).
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Chapitre 5

Chemin optimal

Dans cette section, nous cherchons comment aller < le plus rapidement possible > d’un som-
met source vers un autre sommet puits (avec une vitesse a déterminer selon les cas). Nous allons
utiliser des algorithmes qui vont calculer les chemins optimaux de ce sommet source vers chacun
des autres sommets du graphe. Il est possible bien str de s’arréter des que le chemin optimal
vers le puits a été découvert, mais cela ne colte en fait pas moins cher en terme de complexité
(dans le pire cas).

5.1 Chemin de longueur minimale

Lorsque nous empruntons le métro, une question naturelle a laquelle nous sommes confontés
en regardant le plan est : <« Combien de stations nous séparent de notre destination ? > Nous
souhaitons donc connaitre le nombre minimal d’arcs séparant un sommet d’un autre. Dans cette
section, un chemin entre deux sommets est optimal s’il joint ces sommets en le moins d’arcs
possible et la distance d’un sommet & un autre est définie par :

d(z,y) = . @;Eylongueur(c)

Bien sir 'ensemble des chemins de z a y peut étre vide, dans ce cas d(z,y) = +o00. Cet
ensemble peut également étre infini (8'il existe un circuit entre = et y), mais cela ne pose pas de
probleme, car les longueurs sont toutes des entiers positifs et donc le minimum est bien défini
(toute partie non vide de N admet un plus petit élément).

Par exemple, sur le graphe composé d’un fragment de la ligne 5 de métro parisien suivant. . .

X

g
Q 1,0 4
50 $ & X
S X & S & > &
§ 3 & N ) < xS >
Q)
S IV PSS SRR
S Q> ) S AN & Y X & ¥
> & &
& &\@o Q)b @b R ) z& &&& e y;\\\ > . %
W F F W F o & &

"
~-—0 @) @) @) ©) @) @) @) @) @) @) @) O—--

... il est facile de voir qu’un voyageur arrivant a Gare d’Austerlitz est a distance 8 de la Gare
de ’Est, a distance 1 de Saint-Marcel, a distance 5 d’Oberkampf, etc. Bien sir, le probleme se
complexifie énormément des qu’il faut prendre en compte les correspondances. Ce d’autant que
lors des correspondances, il y a souvent un temps d’attente, et que ce temps d’attente dépend
de I’heure, de I'endroit de la correspondance '. .. Bref : le modele de graphe choisi pour I'instant
ne semble pas optimal pour déterminer le plus court (en terme de temps) chemin possible d’une
station a une autre. Contentons-nous cela dit pour I'instant de ce modele, et voyons ce qu’il est
capable de résoudre.

1. Pour modéliser plus finement le graphe du métro parisien, il faudrait mettre par exemple non pas un sommet
pour Gare d’Austerlitz, mais trois : un pour Gare d’Austerlitz ligne 5, un pour Gare d’Austerlitz ligne 10, un
pour Gare d’Austerlitz ligne C.

Distribué sous licence creative commons : http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/



32 CHAPITRE 5. CHEMIN OPTIMAL

Un algorithme calculant les distances d’un sommet s vers les autres est présenté ci-apres.
Son principe est simple : s est a distance 0 de lui-méme. Ses successeurs sont a distance 1. Les
successeurs de ces successeurs, s’ils n’étaient pas déja successeurs directs, sont a distance 2. Etc.

L’algorithme est basé sur la proposition fondamentale suivante :

o
W Proposition

Si & ~» y est un chemin de longueur minimale de = & y et que a et b sont deux sommets

rencontrés dans cet ordre sur ce chemin (c’est-a-dire que & ~» y = x ~» a ~» b ~~ y), alors

a ~- b est un chemin de longueur minimale de a a b.

Autrement dit, tout sous-chemin d’un chemin optimal est optimal.

Preuve

. . . . . * .
Il suffit de raisonner par ’absurde : s’il existait un chemin a ~~ b de longueur strictement
. s . N * . . . . s .
inférieure a a ~~ b, alors x ~» a ~» b ~> y serait un chemin de longueur strictement inférieure
a x ~ y, ce qui est absurde par minimalité de x ~ y. O

Calcul de distances.

I
Entrée :

Un graphe G = (V3 E).
Un sommet s € V.

Sortie et role de I'algorithme :
Etiqueter chaque sommet de V par sa distance a s.

Variables utilisées :

d, tableau de n 4+ 1 ensembles de sommets
v et x, sommets

i, nombre entier

Corps de 'algorithme :

1 Initialiser toutes les cases de d par ()

2 d[0] + {s}

3 1+ 0

4 Tant que d[i] # 0, faire

5 Pour chaque sommet v de d[i], faire

6 Etiqueter v par i

7 Pour chaque successeur x de v, faire
8 Si x n’est pas étiqueté, alors
9 dii + 1) - d[i + 1JU{z}
10 Fin Si

11 Fin Pour

12 Fin Pour

13 1+—i1+1

14  Fin Tant que

15  Pour chaque sommet v de V| faire

16 Si v n’est pas étiqueté, alors

17 Etiqueter v par +00

18 Fin Si

19 Fin Pour

% Complexité
Cet algorithme est en O(n + m). Effectivement, l'initialisation de d (ligne 1) est en

O(n), la premiere boucle (lignes 4-14) est en O(n + m) et la seconde boucle (lignes
15-19) en O(n).
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Remarque : qui dit graphes dit aussi parcours de graphes (ne serait-ce que pour aller voir ce
qui se passe partout). Il y a deux parcours < classiques >, dont 'un est le parcours en largeur.
Son principe est exactement de parcourir le sommet source, puis de parcourir les sommets a
distance 1, les sommets a distance 2, ... Pour réaliser un tel parcours de maniere plus efficace,
il faut utiliser une structure de données hors programme : la file. C’est une structure qui porte
tres bien son nom, puisqu’elle fonctionne exactement comme les files d’attente pour les caisses :
tout élément qui a rejoint la file avant un autre va étre traité avant cet autre élément. C’est
avec un parcours en largeur que certaines < intelligences artificielles > fonctionnent : jouer
aux échecs (explorer les coups possibles, avec plusieurs coups d’avance), sortir d’un labyrinthe
(explorer les différentes cases atteignables). ..

Remarque : 'algorithme calcule les distances mais ne dit absolument pas par quels sommets
passe un chemin optimal. Pour cela, il suffit de rajouter un tableau d’entiers pere de taille n tel
que pereli] représente le sommet précédant ¢ dans un chemin optimal partant de s et passant
par i. Pour mettre a jour ce tableau, il faut rajouter pere[x] = v a la ligne 9. Pour connaitre un
chemin optimal de s & p, il suffit d’aller voir pere[p|, pere[pere[p]], etc. jusqu’a trouver s.

Une application de la distance est le nombre d’Erdds. Paul Erdds était un chercheur tres
prolifique (environ 1 500 articles) qui avait signé des articles avec environ 500 chercheurs
différents. Dans le graphe non-orienté ou les sommets sont constitués des chercheurs et une
aréte entre deux chercheurs symbolise qu’ils ont cosigné un article, le nombre d’Erdés d’un
chercheur est sa distance a Paul Erdos.

5.2 Chemin de cout minimal

Nous nous intéressons cette fois a des graphes valués. Un graphe est valué s’il est doté d’une
valuation, c’est-a-dire une fonction qui & chaque arc associe son cott :

c:E —- R
e — c(e)

Notre GPS calcule en permanence pour nous des chemins de coit minimal. Il nous laisse
d’ailleurs méme le choix : souhaitons-nous un chemin qui minimise la distance de parcours (moins
d’essence consommée) ou le temps de parcours (plus de temps dans le lit a 'arrivée) 7 Comme
lui, nous allons essayer de minimiser les cotlits entre deux sommets. Pour cela, il nous reste a
définir le cout d’un chemin, de maniere naturelle par :

k—
c(vg,v1, ..., vk) = c(vo,v1) + c(v,v2) + ... + c(vg—1, k) Z (U, Unt1)

Nous souhaitons donc connaitre le cotit minimal d’un chemin séparant un sommet d’un autre.
Dans cette section, un chemin entre deux sommets est optimal s’il joint ces sommets avec un
colt minimum et la distance d’un sommet & un autre est définie par :

S(a,y) = inf c(p)

P a~y

Bien str 'ensemble des chemins de z a y peut étre vide, dans ce cas d(z,y) = +oo. Cet
ensemble peut également étre infini (s’il existe un circuit entre x et y), et cela peut cette fois-ci
poser probléme, car les couts ne sont pas forcément positifs! C’est pourquoi la définition utilise
la borne inférieure dans cette section et pas le minimum : dans le cas ou il existe un circuit de
cout strictement négatif entre z et y, il faut alors poser d(z,y) = —oo, et alors il n’existe pas de
chemin optimal entre x et y.
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Preuve

Soit a un sommet tel que :

e il existe un chemin c=x~a~ydezay

e il existe un circuit a ~» a de cout strictement négatif

Alors le chemin ¢ = 2 ~ a ~» a ~ y est un chemin de z & y de cofit strictement inférieur
a ¢ : aucun chemin de x a y ne peut donc étre optimal.

De plus, comme l'ajout de ce circuit dans un chemin de =z a y permet de trouver des
chemins de = & y de colit aussi négatif que souhaité, cela justifie de poser d(x,y) = —c0. g

Exemple : un graphe valué G :
c g
-9 ) 2 3
1
! b d f
a
0 4
e h

Voici plusieurs calculs de distance pour se familiariser avec la notion :

e il existe clairement un circuit de coiit strictement négatif : le circuit (f, g, h, f) de cout —2.
Ainsi, par exemple, §(d, f) = —oo mais il n’existe pas de chemin de colit minimal de d &
f. De méme 6(a,i) = —oo, etc.

e il existe un autre circuit : (b,d, e, b) de cott 8. Il n’est donc pas intéressant d’emprunter
ce circuit et aucun chemin optimal ne passera par lui.

e 0(a,d) =0 et un chemin optimal de a & d est (a,b,c,d) (il est de plus unique).

e 0(f,b) =400 car b n’est pas atteignable depuis f.

e 0(c,f) = 5 et un chemin optimal de ¢ & f est (¢, f) (le chemin (c,d, f) est optimal
également)

Un algorithme de calcul de chemins optimaux devra donc, dans le cas général, savoir re-
connaitre un circuit de cott négatif (on parle de circuit absorbant (notation hors programme)).
Cela dit, dans le cours nous nous restreindrons a deux cas particuliers pour lesquels nous sommes
assurés de la non-existence de tels circuits :

e lorsque la fonction de cotit est & valeurs dans R™, I’algorithme de Dijkstra fera ces calculs
e lorsque le graphe est sans circuit, I'algorithme de Bellman fera ces calculs

Remarque : une nouvelle fois, soulignons que ces algorithmes sont justifiés par la proposition
de la section précédente, encore valable pour les graphes valués : tout sous-chemin d’un chemin
optimal est optimal.

5.2.1 Algorithme de Dijkstra

Tout d’abord évitons d’écorcher le nom de cet informaticien néerlandais : il se prononce
< Daikstra >.

Pour cet algorithme, nous rappelons que la fonction de cout ¢ est supposée positive.
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Algorithme de Dijkstra.

I
Entrée :

Un graphe G = (V; E).

Un sommet s € V.

La fonction de cott ¢, positive.

Sortie et role de I’algorithme :
Un tableau d ou d[i] contient la distance de s & i.
Un tableau pere ou pere[i] contient le sommet précédant ¢ dans un plus court chemin de s vers 3.

Variables supplémentaires utilisées :
Fizes, ensemble de sommets

z et y, sommets

Corps de 'algorithme :

1 Fives + 0

2 Initialiser toutes les cases de d par 400

3 Initialiser toutes les cases de pere par s

4  djs]=0

5 Tant que Fizes # V, faire

6 Soit z un sommet de V' \ Flizes tel que d[z] soit minimal
7 Fizes < FizesU {x}

8 Pour chaque successeur y de x, faire

9 Siy ¢ Fizes et d[z] + c(z,y) < d[y], alors
10 dly] « d[z] + c(z,y)

11 perely] < x

12 Fin Si

13 Fin Pour

14  Fin Tant que
15 Renvoyer d et pere

Preuve de l’algorithme

Montrons par récurrence sur p, le nombre de passages dans la boucle « Répéter >, I'invariant
de boucle suivant : a la fin du p-ieme passage dans la boucle, pour chaque sommet ¢ :
e sii € Fizes, alors d[i] = 0(s,1)
e sinon, si ¢ a un prédécesseur dans Fizes, alors d[i] = i Erglrlllges{d[k] + c(k,i)}
(kji)eE
e sinon d[i] = 400
Initialisation : I'invariant est vrai au rang 1 car :
o Fizes = {s}
e d[s] =0=4(s,s) et il n’y a pas d’autre sommet dans Fizes
e sii ¢ Fizves et (s,i) € E, alors d[i] = ¢(s,i) (car 0+ ¢(s,i) < +oo donc algorithme a
mis a jour d[i]) qui vaut bien le minimum annoncé car il n’y a que s dans Fizes
o sii ¢ Fizes et (s,i) ¢ E, alors d[i] = 400 (car 'algorithme ne ’a alors pas mis a jour)

Hérédité : supposons l'invariant vrai au rang p. Soit ¢ un sommet de V. Montrons que
I'invariant reste vrai au rang p + 1 en distinguant selon la nature de 7 :

Si i est un sommet qui était déja dans Fizes au p-ieme passage, alors par hypothese de
récurrence d[i] = (s, 1).

Si i = z, le sommet rajouté a Fixes au début du p+ 1-iéme passage, il faut démontrer que
dfi] = §(s,1). Soit (z1,x2,...x,) un plus court chemin de s & i (avec donc x1 = s et x,, = 7).
Soit x le premier sommet dans ce chemin qui n’était pas dans Fixes au début de ce passage.

e Puisque z; ¢ Fizes au début du passage, d[i] < d[zg] (car d[i] est minimal).

® x1,...,x_1 sont tous dans Fizes. Or par hypothése de récurrence d[k] est le minimum
des couts des chemins de s & zj, dont tous les sommets intermédiaires sont dans Fizes.
Donc d[zg] < c(z1,...,Tk).
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e Puisque tous les poids sont positifs, ¢(zg,...,2,) > 0 et on peut donc conclure que
(1, .., xk) < (1, .., o).
Ainsi d[i] < d[zg] < e(z1,...,2x) < c(z1,...,2,) = d(s,1) donc d[i] < d(s,i) (par transiti-

I IA

vité), ce qui n’est possible que si di]

0(s,1).

Pour la suite, nous noterons Fizes(p) la valeur de 'ensemble Fizes au début du passage,
et Fizes(p+ 1) = Fizes(p) U {z} la valeur de cet ensemble a la fin du passage.

Si i est un sommet qui reste dans V' \ Fizes et que i n’est pas successeur de z, alors d[i]
reste inchangé. Puisque (z,7) ¢ E, 'ensemble {y € Vl]y € Fizes(p) A (y,i) € E} est égal a
Pensemble {y € V|y € Fizes(p+ 1) A (y,i) € E}, donc l'invariant reste vrai.

Si i est un sommet qui reste dans V' \ Fizes et que ¢ est successeur de = : par hypothése
de récurrence, au début du passage d[i] = min {d[k] + c(k,7)}. Si d[i] reste inchangé, c’est
keFizes(p)

(k)eE
que le minimum sur Fizes(p + 1) est encore atteint pour un sommet de Fizes(p) donc le
minimum sur Fizes(p) est le méme que celui sur Fizes(p + 1) ; si d[i] est mis a jour c’est que
d[z] + ¢(z,i) < d[i] et que le minimum sur Fizes(p + 1) est atteint pour k = x. La nouvelle

valeur est bien dans les deux cas d[i] =  min  {d[k] + ¢(k,?)}.
keFizes(p+1)

(ky)eRE

Conclusion : 'invariant est bien vrai pour tout ¢ > 1. Quand tous les sommets sont dans
Fizes, 'algorithme a donc bien calculé tous les colits minimaux ! O

s 2
% Complexité

Il y a clairement n passages dans la boucle <« Tant que > (lignes 5-14). Le calcul de
la complexité est alors ramené a la maniere de gérer I’ensemble des sommets pour en
extraire & chaque étape celui qui minimise d[i] efficacement.

De maniére naive, chercher le minimum est en O(n), et donc la complexité totale est
majorée par O(n? + m).

Un tas (structure de données arborescente qui permet l'extraction du minimum, I’ajout
d’une nouvelle valeur, ou la mise & jour d’une valeur en O(logn)) permet d’arriver a
O((n + m)logn). Un tas de Fibonacci (structure de données avancée qui permet de
faire décroitre une valeur en temps amorti O(1)) permet méme d’arriver & O(nlogn + m).

Remarque : cet algorithme fait partie de la famille des algorithmes gloutons : il choisit
a chaque étape le meilleur sommet, le traite, et continue. La théorie des matroides permet
d’expliquer quand un algorithme glouton permet d’arriver a une solution optimale, et quand
il ne permet que d’arriver & une approximation (exemple classique : probléme du sac & dos).

Pour voir I'algorithme évoluer « a la main >, il est possible de tenir a jour un tableau qui
contient une colonne par sommet, et une ligne par étape. Chaque ligne contient les valeurs de
d pour les différents sommets (il faut donc un autre tableau pour suivre les valeurs de pere).
Voyons 'algorithme fonctionner sur ’exemple suivant, avec a comme sommet source :

N\

2

[\]
wWw—2cag
[\
DA/ DN — 0O

/ Y
a\5\3 11/6/
\J///
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A Tinitialisation, le tableau est rempli de la sorte :

€S successeurs :

Etape Sommet u b . d . f g
0 0| +oo | 400 | +00 | +00 | 400 | +00
A Détape 1, a est le sommet minimal. On le fixe, et on met & jour ses successeurs :
Etape Sommet u b . d . f g
0 0| 400 | +o0 | 400 | +00 | +00 | +00
1 2 ~+00 7 +00 5 ~+00
A Iétape 2, b est le sommet minimal. On le fixe, et on met a jour s
e Sommet " b . d . s g
0 0| 400 | +00 | 400 | +00 | +00 | 400
1 2 ~+00 7 +00 5 ~+00
2 +o00 5 5 5 +00

A I’étape 3, d, e et f sont les sommets minimaux. On en fixe un, d par exemple, et on met

a jour ses successeurs :

a jour ses successeurs :

Etape Sommet u b . d . f g
0 0| 400 | +o0 | 400 | +00 | +00 | +00
1 2 400 7 400 5 ~+00
2 400 5 5 ) +00
3 9 5 5 +00
A I’étape 4, e et f sont les sommets minimaux

. On en fixe un, f par exemple, et on met

€S successeurs :

Etape Sommet u b . d . f g
0 0| +oo | +o0 | 400 | 400 | +00 | +00
1 2 ~+00 7 ~+00 ) +00
2 +o00 5 5 5 +00
3 9 ) 5 ~+00
4 9 ) 11

A Détape 5, e est le sommet minimal. On le fixe, et on met & jour ses successeurs :

Etape Sommet u b . d . f g
0 0| +oo | +o0 | 400 | 400 | +00 | +00
1 2 ~+00 7 +00 ) +00
2 +o00 5 5 5 +00
3 9 ) 5 ~+00
4 9 5 11
5 7 10

A Détape 6, ¢ est le sommet minimal. On le fixe, et on met & jour s

e Sommet " b . d . f g
0 0| +oo | +00 | 400 | 400 | +00 | +00
1 2 +00 7 +00 ) +00
2 +00 5 ) ) +00
3 9 5 5 | +o0
4 9 5 11
5 7 10
6 9
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e A I'étape 7, il ne reste plus que g. On le fixe, et on peut conclure pour les distances :

Etape Sommet a b . d . f g
0 0| +oo | +00 | +00 | +00 | +00 | 00
1 2 400 7 400 ) 400
2 400 5 5 ) ~+00
3 9 5) 5 400

4 9 5 11

5 7 10

6 . . 9

0 2 7 5 5 5 9

Tant que nous sommes dans le cas ou la fonction de cott est positive, présentons une

modification de I'algorithme de Roy-Warshall calculant les cotts des chemins optimaux dans
ce cas, comme annoncé au chapitre 3 :

1
2
3
4
5
6
7
8

9

10
11
12
13
14
15
16
17
18

Entrée :
La matrice d’adjacence A d’un graphe G.
La fonction de coiit c.

Variables utilisées :
6, matrice & coefficients dans R
P, 1, J, nombres entiers

n < taille(A)
Pouridelan

Sortie et role de I’algorithme :
La matrice 0, contenant les distances de chaque sommet & chaque autre.

Corps de 'algorithme :

Algorithme de Roy-Warshall modifié.

FEtant entendu que c’est une matrice carrée. . .

, faire

Pour j de 1 & n, faire
Si A;; =0, alors

52',3' = 400
Sinon
(5@]' = Ai,]‘
Fin Si
Fin Pour

Fin Pour

Pour p de 1 a n, faire
Pour i de 1 a n, faire
Pour j de 1 a n, faire
52',3' — min(di’j, 57;7;7 + 5p’j)

Fin
Fin Pour
Fin Pour
Renvoyer ¢

Pour

Remarques :

e le + est entendu sur R avec en particulier :

Vo € R,z + (+00) = (+00) + 2 = (+00) + (+00) = +00

De méme le min est entendu sur R avec en particulier :

V2 € R, min(z, +00) = min(+o0,x) =
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e cet algorithme calcule les cotits des chemins optimaux de tous les sommets vers tous les
sommets, contrairement a l'algorithme de Dijkstra qui ne calcule < que > les cotits des

chemins optimaux d’un sommet donné vers tous les sommets.

e en terme de complexité, calculer les cotlits des chemins optimaux de tous les sommets
vers tous les sommets est plus rapide que de calculer, pour chaque sommet, les cotts des

chemins optimaux de ce sommet vers tous les sommets.

e cet algorithme peut encore étre adapté dans le cas général (avec gestion des circuits

absorbants) : c’est 1'algorithme de Warshall-Floyd.

5.2.2 Algorithme de Bellman

Pour cet algorithme, nous rappelons que le graphe GG est supposé sans circuit.

Algorithme de Bellman.

Entrée :

Un graphe G = (V; E), sans circuit.
Un sommet s € V.

La fonction de cott c.

Sortie et role de I’algorithme :
Un tableau d ou d[i] contient la distance de s & i.

Un tableau pere ou pere[i] contient le sommet précédant ¢ dans un plus court chemin de s vers 3.

Variables supplémentaires utilisées :
%, entier
z et y, sommets

Corps de 'algorithme :

0~ O UL W N+

= e s ©
Ok W= O

Initialiser toutes les cases de d par 400
Initialiser toutes les cases de pere par s
d[s] =0
Ordonner le graphe par niveaux
Pour ¢ de niveau(s) + 1 & nombre de niveaux - 1, faire
Pour chaque sommet x du niveau 4, faire
Pour chaque prédécesseur y de z, faire
Si dly] + ey, z) < d[z], alors
dlz] + dly] + c(y, )
perelz] «+ y
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour
Fin Pour
Renvoyer d et pere
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Preuve de P’algorithme

Soit z un sommet (atteignable depuis s). Un plus court chemin de s & x passe forcément

6(s,2) = min {3(s,) +c(y,2))

(y,@)€

par un prédécesseur de x. Ainsi, avec la connaissance des plus courts chemins de s vers tous
les prédécesseurs de x, le plus court chemin de s a = est de longueur :

Le graphe est sans circuit ; en le parcourant par niveaux, au moment d’évaluer le sommet

x, tous ses prédécesseurs auront déja été évalués, ce qui permet d’utiliser cette formule.
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-
% Complexité

Ordonner le graphe par niveaux prend un temps O(n + m).

Ensuite, la boucle <« Pour > (lignes 5-14) examine tous les sommets (ayant un niveau
strictement supérieur au niveau de s), et, pour chacun de ces sommets, examine tous ses
prédécesseurs. Cette boucle est donc 1a aussi en O(n + m).

Cet algorithme a donc une complexité de O(n + m) et est donc plus efficace que les
optimisations les plus ingénieuses de ’algorithme de Dijkstra.

Voyons l'algorithme fonctionner sur ’exemple suivant, avec a comme sommet source :

A T'initialisation, d[a] = 0 et d[b] = +oc0.

Lorsque 'algorithme évalue le niveau 1 :

o ¢ n’a qu'un seul prédécesseur donc d[c] = d[a] 4+ 2 = 2.

o d a deux prédécesseurs donc d[d] = min(d[a] — 1,d[b] + 3) = —1.

¢ e n’a quun prédécesseur donc dle] = d[b] +1 = 400

Lorsque 'algorithme évalue le niveau 2 :

o f a deux prédécesseurs donc d[f] = min(d[c] — 3,d[d] + 1) = —1.

o g a trois prédécesseurs donc d[g] = min(d[c] + 2,d[d] 4+ 2,d[e] —5) =1

Lorsque 'algorithme évalue le niveau 3, h a deux prédécesseurs donc d[h| = min(d[f] +
5,dlg] +4) =4.
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