La fonction logarithme népérien Mercredi 19 février 2014

1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre VI (Applications de la continuité et de la dérivation) que la fonction
exponentielle avait une réciproque. Effectivement, la fonction exponentielle est continue, strictement
croissante de | — 0o ; 4oo[ dans ]0 ; +oo[, ainsi on peut lui appliquer le théoréme des valeurs in-
termédiaires dans le cas strictement monotone :

Va €]0; 4oof, Ay €] — o0 ; +oof tel que ¥ =z

On peut donc définir une fonction sur |0 ; +oo[, & valeurs dans | — oo ; +oo[, qui & tout x de
10 ; +o0o[ associe 'unique antécédent de x par la fonction exponentielle : c’est la fonction réciproque
de la fonction exponentielle, et on Pappelle la fonction logarithme népérien (du nom de Néper, son
inventeur). On note In cette fonction pour plus de commodité, et on admettra que In est continue
sur ]0 ; +oo[ (on n’a au programme aucun théoréme pour démontrer qu’une fonction est continue de
toute fagon).

Il découle de la définition deux propriétés :

o Vzx e R/in(e”) =z
o Vz €]0; +oof, ) =g

Attention : cette seconde formule ne fonctionne que pour x €]0 ; +oo[ puisque la fonction In n’est
définie que sur ]0 ; +oo[ (car un nombre négatif n’a pas d’antécédent par la fonction exp).

Remarque : on a vu dans le DM n°2 une fonction analogue, la fonction log. La fonction log est la
réciproque de la fonction z +— 10%, c’est-a-dire que :

o Vzr € R log(10%) =z

o Vz €10 ; +oof, 109(%) = g

Pour ces deux fonctions, on a log(1) = |In(1) = 0| (puisque e = 10° = 1), par contre |In(e) = 1

alors que log(10) = 1.

b

Enfin on a également ’équivalence, [pour a >0 et b€ R:in(a) =b <= a=¢€"| et

log(a) =b <= a= 10",

Remarque 2 : vous vous rappelez que dans ce devoir maison, on n’avait pas défini la fonction f
comme étant la réciproque de la fonction x — 10%, mais on I'avait définie comme étant une fonction
qui transforme les produits en somme : la fonction log vérifie effectivement, tout comme la fonction In,
que In(z X y) = In(z) + In(y). On reverra cette propriété plus tard. Il est bon de noter que cela fut la
maniere historique de définir les fonctions logarithmes : Aoyos : < rapport > et aptfuos : < nombre .
Il s’agissait a I’époque de faire des calculs facilement. Etant donné qu’une addition est bien moins
coluteuse en temps qu’une multiplication, ils avaient trouvé le moyen de transformer le calcul d’'une
multiplication (il s’agissait de multiplier des chiffres astronomiques, au sens propre ainsi que figuré)
en le calcul d’une addition. La méthode était tres simple :

Exemple : si on voulait multiplier 110,5 par 190,1 (en supposant que le calcul 110,5 x 190, 1 soit
pénible & effectuer) : on utilise le fait que log(110,5 x 190, 1) = log(110,5) + log(190,1) :

1. on cherche dans la table log(110,5). La table nous indique que c’est 2,04336. Effectivement la
partie entiere de log(110,5) est 2 puisque 10? = 100 < 110,5 < 1 000 = 103, donc le 2 n’est pas
écrit dans la table pour gagner de la place. Ensuite, 110 se trouve écrit, et les décimales sont les
différentes colonnes.

2. on cherche dans la table log(190,1). La table nous indique que c’est 2,27898.
3. on effectue 'addition : 2,04336 + 2,27898 = 4, 32234.



4. on cherche ensuite 4,32234 dans la table (non présent sur cette page) et on trouve 21 005, 8.
Ainsi 110,5 x 190,1 = 21 005, 8. Pas mal comme méthode, étant donné que la valeur exacte est

oy
21 006,05 : un écart relatif de [Viheorique — Upratique| ~1x107°=0,001%!
Vtheorique

(cette méthode est présentée simplement pour 'anecdote, et n’est pas a savoir refaire : on a bien
sur aujourd’hui des calculatrices)
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II. Logarithmes des nombres de 1 & 10 000.
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Cet ouvrage de 1957 était destiné entre autres a l'usage des candidats au Baccalauréat !
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2 FEtude de la fonction (n

2.1 Graphique, tableaux

En calculant quelques valeurs de la fonction In, on déduit le graphique suivant :

w

[N

-

On < voit > sur le graphique que :

Propriété : | La fonction In est strictement croissante sur |0 ; +oof|.

Démonstration : soient < y deux nombres dans |0 ; +oo[. Alors = = (@) et y = W) Qapres
I'introduction, donc e™®) < ¢!¥)  Ainsi, puisque exp est strictement croissante, cela veut dire que
In(z) < in(y).o

Ainsi le tableau de signes de la fonction In est lui aussi tres facile :

T 0
Sgn.

1 +00
\
In(x) - ? +

Pour terminer le tableau de variations de la fonction In, il faut par contre obtenir les limites de In
en 0 et en —o0o0. On peut < voir > sur le graphique que :

Limites : | lim In(x) = 4+oo|et| lim In(x) = —oc0|.
T—r—+00 r—0t

Démonstration : pour montrer que lz'T In(x) = 400, il suffit de montrer que < pour tout intervalle
T—r+00

de la forme |A ; 4o00[, je peux trouver une valeur xy (qui dépend en général de A, bien stir) telle que
pour tous les nombres = > xg, In(x) est dans cet intervalle > : c’est la définition de la limite !

Soit donc A un nombre réel. Chercher & résoudre In(z) > A : c’est équivalent a €/™®) > ¢
cest-a-dire 2 > e, Ainsi pour tout z > €4, In(z) €]A ; +ool. On a bien démontré la propriété.

A

pour montrer que limJn(a:) = —o00, il suffit de montrer que < pour tout intervalle de la forme
z—0

| — 00 ; Al je peux trouver une valeur xg (qui dépend en général de A, bien str) telle que pour tous
les nombres 0 < x < zg, In(z) est dans cet intervalle > : c’est la définition de la limite !

Soit donc A un nombre réel. Chercher & résoudre In(z) < A : c’est équivalent a e/ < 4
cest-a-dire z < e (et de plus 2 > 0 sinon le In(z) n’est pas défini). Ainsi pour tout 0 < z < e4,
In(z) €] — oo ; A[. On a bien démontré la propriété.



On en déduit le tableau de variations suivant :

z |0 +o00
+o0
Var.
in
—00

2.2 Dérivée de In

Propriété : La fonction In est dérivable sur |0 ; +oo et |V € 0 ; +oo[,In/(z) =

SH R

Démonstration : soit > 0. Calculons le taux d’accroissement en x : vérifions qu’il a une limite,
In(z+ h) —in(x)

- 1 , .
et que cette limite est —. Le taux d’accroissement vaut 7(z) =
x

T+h—2x
Effectuons le changement de variable u = In(x + h) et v = In(z) (donc z + h = e* et = €"). On
. u—v 1
obtient 7(x) = v
u—v
et — gV

Or

U
(par continuité de In) ce qui veut exactement dire que u — v. Ainsi, puisque exp est dérivable en v,
cette quantité a une limite quand h tend vers 0, et c’est exp/(v) = exp(v) = x.

, c’est le taux d’accroissement de exp en v. De plus lorsque h — 0, In(z + h) — In(x)

1
Done, par quotient, 7(x) a une limite quand h tend vers 0, et cette limite est —.g
T

Conséquence : ainsi |ln est une primitive de la fonction inverse |!

3 Propriété fondamentale de In

3.1 Transformation de produit en somme

On l’a dit en introduction, la propriété fondamentale des fonctions logarithmes est de transformer
un produit en somme. Plus précisément :

Propriété : [V(a,b) € 10 ; +oo[%,In(a x b) = In(a) + In(d) |

Démonstration : soient a,b deux nombres strictement positifs.
° eln(a)—i—ln(b) — eln(a) % eln(b) —axb
(axb)

=a xb.
Ainsi In(a x b) et In(a) + In(b) sont deux nombres qui ont méme image par la fonction exp, et qui
sont donc égaux.g

° 6ln

3.2 Conséquences

Exactement comme dans le DM n"2 (s’y référer pour les démonstrations), on déduit que :
Propriétés : V(z,y) € ]0 ; +o00[?,Vz € R,

o In G) — _in(a)

e in (%) = In(a) — In(b)

o [n(a”) =z x In(a)

, . 1 , .
Comme conséquence - on rappelle encore une fois que \/x = 22 - on a le résultat suivant :

vz > 0, In(VE) = %zn(l«).



4 Propriétés supplémentaires

4.1 Limites

Il faut également maitriser les limites suivantes, qui sont des formes indéterminées si on ne les
apprend pas :
Limites :
e La fonction [n est négligeable devant les fonctions puissance (pour la méme raison que la fonction
exp est prépondérante devant les fonctions puissance)

In(x)

e En conséquence, les deux limites suivantes sont importantes :| lim =0|et| lim x x In(x)
r—+oo I x—07t

(0~ si on veut raffiner)

e Enfin| lim M

z—0t x

=1

Démonstration : le premier point est admis.

Pour le second point, c’est une conséquence du premier point, mais que 'on peut démontrer a la
main en effectuant le changement de variable X = In(z), puis en utilisant le résultat analogue pour

. N . . € .
la fonction exp, & savoir que lim — = +ooet lim X xeX =0
X—4o00 X X——

Pour le troisitme point enfin, il s’agit tout simplement de la définition du taux d’accroissement
In(1+z)—In(1)
x

en 1. Effectivement est le taux d’accroissement de la fonction In en 1, donc quand

1
x — 0, il a une limite qui est In/(1) = 1= 1.0

4.2 Dérivées & primitives supplémentaires

1
On a vu que la dérivée de la fonction in est la fonction z — — (donc la primitive de la fonction
x

1
x — — est la fonction In).
x

Il faut maintenant que 1’on sache dériver également In(u(x)). Attention par contre, pour que cette
expression soit définie, il faut que u prenne des valeurs strictement positives puisque In n’est définie
que sur |0 ; +oof.

Propriété : soit I un intervalle de R, et uw une fonction dérivable sur I, a valeurs strictement

/
positives. Alors la fonction z +— In(u(x)) est dérivable sur I, et |Va € I, (In(u(x)))’ = Z((f)) .
Démonstration : cela découle du fait que (u(v(z))) = o'(x) x «'(v(x)) (résultat < hors pro-

gramme > vu au chapitre VI)

Il découle de la propriété précédente que :

Propriété : soit I un intervalle de R, et u une fonction dérivable sur I. Alors la fonction z +— In(|u(z)|)

()

u(x)

est une primitive sur I de la fonction z >

5 Un peu plus sur la fonction log

De maniere équivalente a ce que ’on a vu en introduction pour la fonction log, on peut définir log
par son expression :
In(x)

Vz €10 ; +ool,log(x) = In(10)

1
I découle alors que log est dérivable sur |0 ; +oof et Vz € 10 ; 400, log'(z) = I (10)




